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Les recherches dont je vais exposer ici rensemble, ont été publieea 
auparavant, quant ä leurs traits les plus essentiels, dans le Bulletin (öfver- 
sigt) des travaux de rAcadéinie royale des sciences de Suéde, ainsi que 
dans les Comptes-rendus hebdomadaires de rAcadémie des sci- 
ences a Paris. Leur but est de faire parvenir, dans un certain sens, la 
théorie des fonctions analytiques uniformes d'une variable, a ce degré 
d'achévement auquel la théorie des fonctions rationnelles est arrivée depuis 
longtemps. 

Soit X une grandeur variable coniplexe a variabilitd illimitée, et x' 
un point donné fini(^) dans le domaine de la variable x. Soit enfin R 
une quantité positive donnée. Je dis que- Tensemble des points x rem- 
plissant la condition \x — x'\<Tl^ constitue le voislnage ou Ventourage 
ou les environs (Ju point x' (^) correspondant ä R. Chacun de ces points 
est dit appartenir au voisinaffe ou ä Ventourage ou aiix environs R, ou étre 

(*) C cst-ä-dire representant une valeur donni^e finie. 

C) Cf.: Zur Functionerilehre, von K. Weierstrass. Monatsbericht der Königl. 
Akadcmie der Wissenschaften zu Berlin, August 1880, pag. 4. 

Äeta mafhematica. 4. Imprimé 20 Avril 1884. \ 
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situé dans le voisinage ou dans Ventoiirage ou dans les environs E de .r . 
Conforméinent a ce qui précede, Tensemble des points x remplissant la 



< By sera le voisinage du point o; = co correspondant ä B. 



condition 

X 

Considcrons un ensemble 3f d'un nonibre infini de points différenta rr; je dirai 
d^abord quc Tentourage d'un point appartient a 2f, si tout point de cet 
entourage est un point de 3f ; maintenant, il peut arriver, relativement å cet 
ensemble 2if, qu'il existe un certain point dont Tentourage, convenable- 
ment choisi, appartient tout entier a 3f ; s^il existe un t<il point, je le dé- 
signerai par rr^, en prenant toutefois toujours pour x^ le point co, s'il existe 
un entourage de ce point appartenant a 3C. Si, enfin, quelle que soit la 
valeur finie Xq appartenant a 3C , on peut toujours trouver un nonibre fini de 
points x^y 0^2, . . . , ^v tels, que dans la serie Xq, x^, x^^. . . y x^^ Xq on peut 
définir pour chaque point un entourage de telle maniére que cet entourage 
appartienne tout entier a 3f et que chaque point suivant appartiennc a 
Tentourage du précédent, je dirai, suivant Weierstrass, que le champ 2f 
constitue un contlmium composé dune seule piéce.{^) 

Pour etre plus bref, je désignerai fréquennnent dans la suite seule- 
ment par contimmmC^ un continuum de Tespéce qui vient d*étre décrite. 

Conformément ä la definition qui précede, il existe toujours, pour 
chaque point x' appartenant a un continuum 2C, un voisinage correspon- 
dant, dont tous les points appartiennent également a 3f. En suivant la 
terminologie employce par Weierstrass dans son cours, je dirai qu'un 
point pareil est situé en dedans de 3f, ou que le continuum 3f contient 
ce point. Selon la méme terminologie, rr' est dit se trouver sur la limits 
de ?)f, si, parmi les points d'un entourage, si petit qu'il soit, de x\ il 
s'en trouve toujours quelques-uns qui appartiennent et quelques autres 
qui n'nppartiennent pas a 3f; et x' est dit situé en dehors de -Jf, sMl se 
trouve un voisinage de x' ne comprenant pas de point appartenant a -Jf. 
D'apres ces definitions, il convient d'entcndre, par la limite cmnplete de -If , 
lensemble de tous les points situés sur la limite de •)( . On peut encore 

• 

(*) Weierstrass: Zur Functionenlehre, p. 5. 

(*) Suivant la terminologie de Cantor (voir ce journal, T. 2, p. 407 — 408), 
Tensemble ST, tant que cet ensemble ne forme quune partie du champ total de la variable 
x^ est un ensemble iinparfait coniimi; il constitue, par suite, une espöce distincte de semi- 
coniivuum, maia ncst pas un coutimium parfait. 
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dire que 2f est parfaiteinent limité par Tensemble de tous Ics poiiits 
situés sur la limite. 

Soit maintenant F{x) une foiiction rnonogene(^) uniforine de a^. Une 
fonction pareille se comporte d'une fa<;on réguliérei^) dans le voisinage 
d*un point .r/, s'il existe une serie procédant suivant les puissances entieres 
et positives de {x — ^r'): 

A, + A,{x — X') + A,{x — xy + . . . , 

telle, que Ton ait, 

F{x) -= Ao + A,{x — x') + A,{x — xj + .... 

Cette égalitc subsiste nécessairement dans toute Tétendue du domaine de 

convergence de la serie. La definition est également valable pour j' = co, 

I 

X 

d'une fa^on réguliere dans Tentourage de deux points Xq et x^j dont 
ir^j = cx:> dans le cas ou a^ = od est un point régulier de F{x)j il 
est toujours possible d'interpoler entré eux un nombre fini de yjoints 
x^ (r = I, 2, . . . , v), a chacun desquels correspond une serie 



si Ton entend par {x — ./;') lexpression -. Quand F[x) se comporte 



telle, que Ton ait Fcgalité 

F{;v) ■-= .4;-' + Jr(-'" - -O + ^41''(.f - .r,.)--' + . . . , 

et que cbaque point se trouve dans le domaine de convergence de la 
serie relative au point précédent. L'ensemble de tous les points dans le 
voisinage desquels F{x) se comporte d'une fa\*on réguliere, forme par 
conscquent un continuum -IC td qu'il a été défini ci-haut. 

(*) Jcntends alors par fonction mouogene une fonction telle quelle a été définic par 
Weierstrass: Zur Funciionenlehre, Monatsbericht d. Königl. A k ad. d. Wissen- 
schaften zu Berlin, August 1880, p. 12. 

(*) Zur TJieorie der eindeutigen aualytiscJten Functiotien, von K. Weierstrass. Ab- 
liandlungen der Königl. Akadeuiic der Wissenschaften zu Berlin, 1876, 
p. II. 
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Considérons maintenant un point x* tel, qu'il existe, dans chaque 
voisinage de rr', des points pour lesquels F{pö) se comporte d'une fa9on 
réguliére, mais pour lequel il n'existe aucun entourage ou une égalité 
de la forme 

F{x) = ^ + ^j {x — x!) + Å^{x — xy + ... 

ait lieu; on dit alors que x' est un point singuHer de la fonction F{x)^ 
ou aussi que F[x) se comporte d'une fa9on singuliére au voisinage du 
point x'.{^) Kensemble de tous les points singuliers de F{x) constitue 
la limite compléte du domaine Sf dans lequel une fonction se comporte 
réguliérement. 

Quand P est un ensemble infini donné, ne contenant qu'une fois 
chaque point special, Cantor comprend par P Tensemble de tous les 
points tels, qu il se trouve une infinité de points appartenant a P(^ dans 
un voisinage aussi rapprochc que Ton voudra de chaque point en question. 
Si P est Tensemble de tous les points singuliers de F{x), et qu'il constitue 
en outre un ensemble infini, P contiendra nécessairement tous les points 
de P. En eflfet, lorsque, au voisinage d'un point, aussi petit que Ton 
voudra, il existe une infinité de points singuliers d'une fonction, ce point 
est lui-meme un point singulier de la fonction. ' 

Soit maintenant P un ensemble quelconque, ne contenant qu'une seule 
fois chaque point special et embrassant de méme tous les points de P. 
Il peut arriver alors que P contienne des points qui ne sont pas compris 
en P. Soit Q Tensemble de tous ces points. A chaque point de Q 
appartient toujours, en ce cas, un si petit voisinage, qu'il ne s'y trouve 
pas d'autres points de Q. On dit alors d'un tel point qu*il est isolé. 
Cantor (^) désigne par le tcrme d^ensembJe isolé tout ensemble dont les 
points particuliers sont des points isolés qui différent entré eux. En 
dérivant maintenant par la régle de Cantor Tensemble Q' de Tensemble 

(*) K. Weierstrass: Zur Theorie etc, p. ii. La definition qui vient d^etre donnée 
ici, diverge de celle de Weierstrass en ceci que Weierstrass n^ajoute pas la condition 
que P(^) doive possödcr des poiuts rdguliers dans chaque voisinage de o; = x\ En lisant 
la suite de mon mémoire on reconnaitra sans peine pourquoi jVi öté amené å faire ce 
changement dans la definition de Weierstrass. 

C) Voir ce journal, T. 2, p, 343. 

(*) Voir ce journal, T. 2, p. 373. 
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Qy on trouve que Q est contenu en P, et, par conséquent, qu'il est 
aussi compris en P. Il est evident que les deux ensembles Q et Q' ne 
peuvent avoir aucun point commun. Soit S Tensemble de tous les points 
qui sont contenus en P sans étre compris en möme temps ni en Qj ni en 
Q'. On obtient alors P = Q ^ Q' -{- S.{^) Un point de S n'étant com- 
pris ni en Q, ni en ^, il y a évidemment, a chaque voisinage d'un point 
pareil, d'autres points qui appartiennent de mérae a S. L'ensemble 8 est 
donc un ensemble tel, qu il est toujours compris dans l'ensemble S' dcrivc 
de S par la régle de Cantoh. 

Supposez maintenant que P soit Tensemble de tous les points sin- 
guliers d'une fonction F{x). Si nous considérons F{x) au voisinage d'un 
point a do Q, notre fonction pourra toujours, sur la base du théoréme 
de Laukent,(*'') se mettre, dans un certain voisinage de a, sous la forme: 

^i^) + ^(^ - «)' 

011 Gy ) désignc une serie toujours convcrgente, procédant suivant 

les puissances entieres et positives de , s'annulant quand = o, 

et ou }^{x — a) est une autre serie procédant suivant les puissances en- 
tieres et positives de {x — a), et convergente dans le voisinage précité de 
{x = d), (^) Il en sera de meme pour a = oo, ä la condition que Ton 

entende - par (x — co). 

t 

Etant donné un continuum 2f parfaitement limitc par un ensemble 
isolé Q et Tensemble dérivé Q\ mais d'ailleurs arbitraire, adjoignant 



Q) Un ensemble constituant la réunion de plusieurs autres qui ne possédcnt aucun 
point commun, est désigné comme la somme de ceux ci. (Yoir co journal, T. 2. p. 37^*) 

(*) J'ai montré dans les Mémoires de la société des sciences de Liége, 
2^ sdrie, t. XII comment il est possible de prouver ce thdoréme sans avoir recours ä la 
thoorie des iotégrales définies et sans sortir des principes él(Smentaires employés dans ce 
travail. Cettc demonstration sera reproduite å la suite de ce mömoirc. 

C) A Tinstar de Weierstrass: Zur Theorie etc. p. 26, je comprends toujours par 
}^{z — a) i>une sdrie procédant suivant los puissances entieres et positives de (« — a), et 
convergente dans un certain voisinage de {x = a)». 
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ensuite arbitrairemcnt a chacun des points a qui constituent rensemble 
Qj une fonction 

ou g{x — d) est une fonction rationnelle entiére du degré m en {x — a), 
et G( j une série toujours convergente, procédant suivant les puis- 

sances entiéres et positives de , et s'évanouissant lorsque = o, 

•C —'— CL iC "^ CL 

est-il possible de former une expression analytique correspondante, re- 
presentant une fonction monogéne et uniforme, qui, pour le voisinage 
immédiat de {x = a), puisse se mettre sous la forme 

et qui, en outre, se comporte réguliérement au voisinage de chaque point 
situé en dedans du continuum 9f, parfaitenient liraité par lensemble 

Je vais montrer que c'est toujours possible, et quil existe une in- 
finité d'expressions analytiques representant des fonctions qui correspon- 

dent tant au continuum donné, qu'aux fonctions arbitraires Grl——-] et 

g(x — a). Je ferai voir aussi que ces expressions peuvent étre choisies 
de fa^on que la fonction qu'elles représentent ne s'évanouisse que pour des 
points donnés. 

Je montrerai de méme qu'une fonction monogéne uniforme quel- 
conque F{x) étant donnée il est toujours possible de former une ex- 
pression analytique correspondante ayant les propriétés indiquées et re- 
presentant la fonction considérée avec chaque approximation voulue, méme 
en d'autres points que ceux qui appartiennent a Q. 

11 a été supposé que Tensemble Q + Q' constitue la limite compléte 
d'un continuum jJC composé d'une seule piéce. I/ensemble isolé Q peut 
de méme étre choisi d'une maniére complétement arbitraire, mais Ton 
obtient alors en general une expression analytique correspondante, repre- 
sentant, dans des parties différcntes du domaine de la variable x, des 
fonctions monogénes uniformes différentes. 
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On peut donner de la maniére sui vante un sens détenniné a ce que Ton 
entend en disant d'une expression pareille qu'elle se coraporte d'une fa9on 
réguliére au voisinage d'un point donné: Une expression analytique (*) F^ 
se comporte d'une fa9on réguliére dans Tentourage d'un point (rr = x') 
s'ii y a une serie 

A, + A^ix — X') + A^{x — xy + ... 
pour laquelle, en un certain voisinage du point [x = x')y a lieu Tégalité 

F^ = A, + A,{x — x') + A^{x — x/y + .... 

Il n^est toutefois pas nécessaire que cett« égalité se produise dans tout le 
domaine de convergence de la serie. Weierstrass (') a donné en effet des 
exemples d'expressions analytiques ou cette égalité ne subsiste que dans un 
entourage du point {x = x') constituant une partie de ce domaine de con- 
vergence, et ou Texpression analytique ne représente par conséquent que 
des parties de différentes fonctions monogénes. Les expressions analytiques 
qui seront principalement étudiées dans le present mémoire, ne se compor- 
tent cependant pas de cette maniére. Ces expressions représentent en ge- 
neral au moins une fonction monogéne tout entiére. 

Je me contenterai de signaler, pour terminer, que les dififérents 
points d'un ensemble isolé peuvent toujours étre ordonnés en une serie 
ttij a^j . . . j a^j . . . .{^) Pour exprimer cette propriété que la totalité des 
points appartenant ä un ensemble isolé donné peut toujours étre arrangée 
en une serie öTj, a^, . . . , ff^, . . . , Cantor dit que cet ensemble a la méme 
puifesance que la serie des nombres i, 2, . . . , v», . . . .(^) Il n'est toutefois 
pas vrai que chaque ensemble doué d'une telle propriété soit aussi un 
ensemble isolé. (*) Si un ensemble ne se composant pas d'un nombre fini 

(*) Pour éviter la confusion quon trouve chez beaucoup d auteurs sur la différence 
entré une expression analytique et une fonction monogöne jintroduis dans la sui te le signe 
Fx pour exprimer la premiére de ces notions. 

(') Monatsbericht der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
August 1880 et Februar 1881. 

C) Voir ce journal, T. 2, p. 373. 

(*) Voir ce journal, T. 2, p. 311. 

(^) Je citerai comme exemple TeDsemble de tous les nombres rationnels. 
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de points, ne posséde pas la inéme puissance que la serie i, 2,..., v,..., 
on dit qu'il a ime autre puissance, plus élevée que celle de cette serie. 
On considérera toujours dans ce qui suit o* = 00 comme un point 
dans le domaine de la variable .r, la definition de i^voisinage de x = cx)» 
faisant comprendre ce que Ton veut signifier en disant que ce point est 
situé, en dedans, sur la limite, ou en dehors d*un certain domaine; enfin, 
qu*on le rencontre parnii les points de Tensenible P', déduit de la fa9on 
indiquée ci-haut, d'un ensemble donné P. 



§ ^- 

Ce paragraphe est consacré au développement d'un théoréme principal, 
servant de base ä toute la théorie qui suit. 

A. 3)Soit Q un ensemble isolé appartenant au domaine d'une va- 
riable X a variabilité illimitce, et doht les points particuliers seront désignés 
par «!, ^2, . . . , a^,, . . . . Soit ensuite 



une serie de fonctions nionogénes uniformen, ou GÅ ) désigne une 

fonction cntiere rationnellc ou transcendante de , s évanouissant 

lorsque = o. Il est alors toujours possible de former une expres- 

sion analytique qui se comporte partout d'une maniere réguliére, sauf 

au voisinage de chacun des points appartenant ä ö + $', et qui, pour 

chaque valeur déterminée de v», au voisinage de (r = a^), peut étre mise 
sous la forme 

Si Tensemble Q ne contient qu'un nombre fini de points a^y a^j. . . y a^^ 
il n^existe pas d'ensemblc ^', ce que Cantor exprime par Tégalité ^ = o. 
Le théoréme que j'ai énoncé, ressort presque immédiatement en ce cas. 
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En effet, si Ton pose: 



la som me 



F{x) = C + r F,{x) 



v SJ 1 



est une fonction monogéne uniforrne et réguliére dans un continuum 2C, 
que Ton obtient en excluant Tensemble Q du domaine de la variable x. 
Au voisinage de chacun des points a^ (v» = i, 2, . . . , w) appartenant ä 
Qj F{x) peut aussi se mettre sous la forme: 



n-) = G.(^) + w - «.)• 



Il est de niéme toujours possible, d*autre part, d'expriraer sous la fonne 






chaque fonction monogéne uniforme F{x)y dont les points singuliers sont 
ai, 02, . . . , a„. Il suffit pour cela, suivant le théoréme de Laurent, de 
développer F{x) en une serie de puissances au voisinage de chaque point 

a^ (v = I, 2, . . . , n), d'ou Ton obtient une fonction GA ) telle, que 

la différence 



n-) - «.(rzb;) - W - «.)■ 



La dififérence 






est alors nécessairement une constante donnée en méine temps que la 
fonction F{x), On a donc le théoréme suivant, que Ton retrouve dans 
le mémoire de Weierstrass: Zur Theorie der eindeutigen andytischen 
Functianen: 

Aeta malhematica. 4. Imprimé 2 Mal 1884. 2 
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)»Soit Q un ensemble fini dans le domaine de la variable x ä varia- 
biiité illimitée, dont les pointä particuliers sont flj, ör2,...,a„. Soient 
ensuite 

dos fonetions monocrunes uniforines, oii GA ) constitue une fonction 

entiére de , qui s'cvanouit qunnd 



I 



X — (I, 

La somme 



= o. 



f-' + o, {-'^) .+ a,{^-^) + ... + a.{-]-^) 

représente en ce cas une fonction monogéne unifornie de la variable .r, 
laquelle se comporte d'une nianiére réguliere au voisinage de chaquc 
point n^appartemnnt pns a Tenseinble Qj et qui, au voisinnge de chaque 
point a^ appartenant a cct ensemble, pout se mettre sous la forme 

D'autre part, chaque fonction monogéne uniforme de x qui se com- 
porte partout d'une maniére réguliere, sauf au voisinage des points ap- 
partenant a Tensemble Q, peut se mettre sous la forme d'une somme 
tellc que celle qui a etc dite.» 

Supposons maintenant que Tégalité ^' = o n'ait pas lieu, et que Q 
contienne par conséquent un nombre infini de points a,, ffj» • • • > ^v? • • • • 
Il peut étre prouvé qu'il est toujours possible, en ce cas, d'adjoindre a 
chaque point a^^ qui n'est ni o ni cx), un autre point h^j appartenant 
a ^', et pouvant etre choisi de telle sorte, que lim \a^ — h^\ = o, ou 

qu a chaque quantité positive 6 corresponde un nombre entier positif n 
tel, que \a^ — K\< ^ ^^^^^ ^ue p>,n. Cela n'exclut pas la supposition 

b^ = CO, et Ton entend en ce cas par {a.^ — oo) Texpression — • Faisons, 
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cii effet, designer a ft, Tun apres Tautre, chacun des points appartenant a (^, 
Il existe alors toujours, pour chaque v donné, une limite inférieure p^ du 
module \a^ — 6|, laquelle n'est ni nulle, ni infinie. On voit également 
sans peine qu'il se trouve au moins un point b tel, que \a^ — h\ = p^. 
Je choisis arbitrairement un point pareil, que je désigne par h^. Soit 
maintenant 8 une quantité positive quelconque. 11 ne peut y avoir, parrai 
les points a^, un noinbre infini de points a^' pour lesquels />^. soit su- 
périeur ou egal ä #. Car, si c'était le cas, il y aurait toujours du moins 
un point h' tel, qu'il existåt dans chaque voisinage de ce point une 
(luantité infinie de points tfy. Le point V appartient a ()', et Ton aurait 
par suite, contrairenient a la supposition adinise, une quantité infinie de 
points a^' pour lesquels | a^. — 6'|, et par conséquent aussi /v, seraient 
inférieurs a une aussi petite quantité que Ton voudra, et des lors aussi 
inférieurs a ö. Il existe donc néecssairement un nombre eritier n tel, 
que p^< 6 ou \a^ — K\< ^ des que v» ^ n. (*) 

Admettons ultérieurement une quantité positive arbitraire s < i, et 
en outre une serie infinie de grandeurs 

qui, arbitraires a tous autres égards, sont soumises aux deux conditions 
d'etre toutes des quantités positives et d'avoir une somme finie. 

Pour former Texpression analytique cherchéc, on peut procéder de 
la maniére suivante. Si «^ = o, ou a,j =^ co, on pose 



i'M -■= "'{i^) 



(*) Commc cxcmplc d un ensemble Q pour lequel régalito Q' = O ne se présente 
pas, je citerai Tensenible qui coostitue la rdunion de tous Ics points 

ank= il +- l-e**"^'; n = 0, I, 2, ...; fc = o, l, 2, . . . , n, 

\ n + I / 

Ici Q' se composo évidenimont de la rdunion do tous les points remplissant la con- 

2t7n 

dition I ic I = I. Les quantités h„i pcuvcnt etre fixocs de telle sorte, que ?>nt = ^ 
On voit immédiatement la signification géouiétrique de a„jt^ b^^t et Q\ 
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Si, au coiitraire, a^ n'ust iii zéro iii infini, il est toujours possible de dé- 
velopper GÅ ) en unc serie (*) 



y,^r[^_^s 



'» = 



qui converge des que \— — p|<i« On eiiteiid alors, quand i^ = co, 

par -^ — - rexi)ression — • Le coefiicieiit A^^^ est toujours zéro quand h^ 

n'est i)as co, niais il possede en general une valeur différente de zéro 
quand b^ = co. Or, il existe toujours un nonibre entier m^ egal ou ii 
— I, ou a zéro, ou a un nonibre positif, yssez grand pour que le niodulo 
de la serie 



Ob 



Z^K?^-) 



soit < s^ des que 
on pose: 



t/v — h 



X — a. 



^£. Quand on a trouvé un nombre m^ pareil, 



m^ 



F.(.)=ö.(^j-;£<>(^ 



/.-o 



Si «f, = — I , on introduit dans cette expression le terme zéro au lieu de 
de maniére a obtenir dans ce cas 



(*) K. Weierstrass: Zur Fuvdlonevlehre, Monatsbcricht der Königl. Aka- 
demie der Wissenschaften su Berlin, August 1880, p. 7. 
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La série 



QD 



i\ = T l\{x) 



i/=l 



est alors une expression pareille a celle dont je voulais prouver Texis- 
tence. 

En effel, soit x^ une valeur finie déterminée de a;, n^appartenant pas 
a Tensemble Q + Q'* H ^^t alors toujours possible de trouver une quantité 
positive p telle, qinmcune des valeurs de x pour lesquelles \x — ^ol^/^ 
n'appartienne a Q -^ Q'. Si Ton falt prendre successiveinent a x toutes 
les valeurs reinpliss«int la condition \x — x^\^p^ et quo, dans Texpression 
\x — b^\^ Ton fasse parcourir a v la serie i, 2, 3,..., il cxiste cvidem- 
nient une quantité positive / constituant la liinite inférieure des valeurs 
obtenues de cette maniere par \x — h^\. On a donc, pour les valeurs 
de X qui remplissent la condition |.r — x^\£,pj 



\x — K\^L 



V=It 2, 3, ... 



Posons maintenant O ^= sL II existe toujours, coinme nous Tavons 
vu, un nombre entier positif n tel, que \a^ — b^\<6 des que v^n. 
Par suite, lon a aussi, pour v^n. 



X — bu 



< 



9 



Rappelons-nous maintenant que 



«. 



i^-wi=K-^.)-2^;"(?^)'U 



;t = 



des que 



X by 



^e, 



et que la série ^i + s^ + £3 + • • • posséde une somme finie. On voit 
des lors iminédiatement que si å est une quantité positive arbitraire, 
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il est toujours possible de choisir le nornbre n assez grand pour que 
Ton ait: 



X 



<£; 



ä la condition 



\F,{x)\<B,; 
i\F,Xx)\<o\ 

fl -v 

u ^ u et I .r — .r„ | <^p. 



00 



La serie S I^\{x) est donc uniforinérnent convergente pour le domaine 

\x — x^\<p. Chacune des fonctions F^{x) (1^= i, 2,...) peut aussi pour 
ce méme domaine étre mise sous la forme d'une serie ^{x — x^). L*on 
a donc, en vertu d'un théoréme(^) connu, pour \x — x^\^py 



00 



i:t\{x) = ^{x — x,). 



y«=l 



On voit immédiatement qu'il en est de méme quand x^ = 00, sans que 
ce point appartienne ä ^ + ö'> pourvu que Ton introduise - a la place 

•C/ 

de {x — Xq). 

Soit raaintenant a^ Tun des points dont Tensemble est Q. Prenons 
la quantité positive p assez petite, pour que, a Texception de {x = a^), 
aucune des valeurs de x pour lesquelles \x — öa | ^ /> n^appartienne a 
Fensemble Q + Q'- 

De la méme maniére que lorsqu'il s'agissait plus haut de la serie 

eo 

^ F^{x) pour le domaine \x — x^\^py on comprendra sans peine que la 



00 



serie Ht\{x) — ^^{x) est uniformément convergente pour le domaine 
\x — ax\^py et Ton obtiendra ainsi 



00 



TK{x)-I<\{x) = ^{,t-a,), 



v«l 



(*) K. Weierstrass: Zur Functioneulehre, p. 7. 
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d ou suit a son tour 



I F.(.) ™ C,C-J-) + j)(. - aj. 



Il en est aussi évidemment de méme de {a^ = co). 
J'ai donc prouvé que Texpression analytique 



oo 



F^^TKix) 



y=l 



posséde les proprictés indiquées dans inon théoréme. 
La serie 



00 



T^.-" {^r 



/»=0 



donnée plus haut, est convergente des que 



a, 



X — 6. 



< I . Il en suit qu'il 



est toujours possible de trouver un nombre m^ assez grand pour que 



eo 



X <(?^r) 



<^ 



ft^m^+l 



tant que x remplit la condition 



X — 6v 



< £ < I . Comme il a déja été 



a„ — ex? 



dit, j'entends ici par -^ — Texpression -^ 

Je vais maintenant donner une méthode tres simple pour le calcul 
de m^. On suppose a cet effet que les points a^ (y = i, 2,...), de méme 
que les fonctions 



a 



,« Ciy^ 



>=!. 2,3, 



ont cté choisis arbitrnircment dans l(»s limites données. 
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Je pose: 



G. 



\x — aj 






+ 



C_2 



i + 






a; tty (« Oy) (« tty) 



1 + .. 



Je suppose en outre que a^ nest ni zéro, ni infini. 

Si \ est une quantité finie, on obtient les coefficients A^"^ par le 
systéme d'égalités: 



A'^ 



— o 



^i*'> = 






^w fet 



^i''^ 






cfy — fcy (av — Ky 









^w K I I (^w ^v)* (^y ^1/)' 






^* a. — 6. 



i (,,^ _ (>^)' 



(a, — h;)' 



.(>) 



, (/^— l)(// — 2)...(// — [r— I ]) c_, , 

• • • i : — : • : rr;. "r • • • 



r — I 



(^v — K) 



Sur la representation analytique des fonctions roonogénes uniformes. 17 

et si b^ est infini on obtient les mémes coefficients par le systéme 
d'égalités 

M (v) (w) (v) 



^V a^ ay fly 

"^V tty tty dy 

"v tty ay K Oy 






, /_ ^Nr (/^+ l)(/i+2)--.(/i+r-l) cj^ 

"^ ^ ^ »-—I a,: 



La suite G^J — 3^ — ) étant, par rapport aux puissances de — ^ — , une 
serie ä convergcnce absolue et illiinitée, la soinme 

f' - f* "^ f» "^•••' 

ou la quantité fy peut étre une quantité positive quelconque, posséde 
toujours une valeur positive finie, qui peut étre désignée par ff^p. On 
aura donc | c^lVl^y/^^v* Quand 6y est fini, on obtiendra par conséquent 

Aeta mmtkematica. 4. Imprimé 5 Mai 1884. 3 
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et, dans le oas oii b^ est infini: 



Mri<CT'-0 



-/i-i 



I a, [ 



Posons maintenant deux quantités positives, a et y9, remplissant Ics 

conditions 

e 



p< I, (i +«)£< I, Y=-B< 



I. 



Il existe toujours une quantitc positive e', telle que 

(i +a)e<£'< I, 73^<^' < J- 

Choisissons ensuite, cc qui est toujours possible, les quantités f^ cor- 
respondant a une quantité finie 6^, de telle sorte que j ^Hn"^^' ^* 

les quantités f^ correspondant ä 6^ = oo, de fa9on que r-^</5. 



Quand &„ est une quantité finie, et que 



« — 6v 



< £, on aura donc 



oc 



^\^v\- 



tty Z^j 

X — bu 



.i^) 



= I + a " • -' 



I — e 



ff^lty +1 



Si, au contraire, b^ — oo, et si 



X 

ay 



< £, on obtient 



00 



Xl^'1 



aJ = I — ^ 



I— e' 



/t = my 4-1 



On n'aura donc qu'a choisir le nombre m^ de fa9on que, dans le 
premier oas. 



et, dans le second oas, 
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qu a poser ensuite 



t». 



^.(^)=«-C-^.)-2<'(7^)'' 

quand a^ est une quantité finie qui ii'est pas zéro, et 



^■(^) = ö. (irb;) 



lorsque a^ est zéro ou infini, et ä faire enfin 



CO 



f^ = i:k{x), 



v = l 



pour obtenir en F^ une expression analytique ayant les propriétés iii- 
diquées dans nion théoréme. 

La grande latitude que Ton posséde dans le choix des quantités s, 
^v ^v ^8? • ' • ^*> ^^^^ certains oas, 6^, ft^, ftj, . . . , laisse une infinité de 
raoyens divers de former une pareille expression jouissant des propriétés 
requises. 

Soient maintenant F^ une certaine expression de Tespéce considérée, 
et G^ une autre expression analytique se comportant d'une fa9on régu- 
liére, du moins au voisinage de chaque point n'appartenant pas ä Ten- 
semble Qy mais pouvant étre prise d'une maniére parfaitement arbitraire 
ä tous autres égards. 

Ces deux choses-ci sont alors évidentes, savoir: que 

F, = i?', + G^ 

posséde toujours les propriétés indiquées dans mon théoréme, et que toutes 
les expressions analytiques jouissant de ces mémes propriétés peuvent 
également étre mises sous une for me pareille. 



00 



Si Ton met G^ sous la forme ^fAx\ ou, du moins au voisinage de 

v = l 

chaque point n'appartenant pas a Q'y chacune des fonctions 



fl\^)i /2(^)> • • • >/v(^)> • • • 
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00 



se comporte (l'une fa9on réguliére et 12f^{x) converge d'une maniére uni- 
forme, F^ pourra s'écrire 



v-l 



00 



F. ^ T[F,{x) + ax)]. 
On obtient p. ex. une expression pareille Fx en posaiit 



QO 



— by\ f 

;t=0 



ou fy{x) est une serie toujours convergente par rapport aux puissances de 



r^, et oii I f^{x) I < si des que 



X — b. 



^ Sy S e L ^l f ^*2 7**"> *y > • • • 



00 



étant des quantités positives, et la serie ^s[ étant convergente. 

On trouvera Texposé et la demonstration du théoréme qui vient 
d'étre développé, dans le Bulletin (Öfversigt) des travaux de rAcadéraie 
royale des sciences de Suéde pour le 7 Juin 1876, avec cette restriction 
cependant, que Q' ne contient que le point a; = 00, et que les fonctions 

sont toutes des fonctions entiéres rationnelles. La demonstration dont je 
me suis servi a cette occasion-la, est toutefois dififérente a plusieurs 
égards de celle que je viens de donner. Quant a cette derniére, elle est 
conforme, dans des points *essentiels, a celle employée par Weierstrass 
dans son mémoire: i>Uéber einen functionentheoretischen Satz des Herrn 
G. Mittag-Leffler». (Monatsbericht der Königl. Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin, August 1880.) J'avais déja exposé la 
méme demonstration dans mon cours ä Tuniversité d'Helsingfors (Fin- 
lande) au commencement de Tannée 1879. Q Jai exposé ce fait que mon 



(*) Voir outrc le mémoire de Weierstrass déjk cité, les mémoires suivants: 
»Ulibse Dini. Älcuni teoremi sulle funzioni di una variabile complessa. In me 
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théoréine est également valable quand Q' continue a se composer du seul 
point rr = CO, mais que les 

GA — 5 — ) v=i,2,3, 



II ••• 



sont des fonctions entiéres transcendantesy dans le Bulletin (öfversigt) des 
trava ux de TAcadéinie royale des sciences de Suéde pour le 12 Décembre 
1877, et je Tai démontré dans le Bulletin du 8 Février 1882 de la 
raéiue Académie, ainsi que dans les Comptes-rendus des séances de 
TAcadémie des sciences de France, 13 P'évrier 1882. (') 

Dans ce qui précéde, Tensemble ^ a pu étre fixé arbitrairement 
Si Ton exclut du chanip de la variable x Tensemble ^ + ^, il reste tou- 
jours un nombre de continua différents entré eux, et dont chacun se 
compose d'une seule piéce. L'ensernble de tous ces continua est un en- 
semble fini, GU posséde la mcnie puissancc que la serie des nombres 
I, 2, . . . , v, . . . . (^) Si Ton entend par jJC un de ces continuay on peut 
montrer que Texpression F^ constitue toujours en dedans de jJC la nienie 
fonction monogéne. En efFet on a le théoréme: »Une expression ana- 
lytique, qui se comporte d'une maniére réguliére au voisinage de chaque 
point appartcnant a un continuum composé d'une seule piéce, représente 
toujours en dedans de ce continuum une . méme fonction monogéne et 
uniforme». Ce théoréme est une conséquence im media te de la definition 
qui a été donnée aux expressions de »se comporter d'une maniére ré- 
guliére au voisinage d'un point», et »étre un continuum composé d'une 
seule piéce». 

moriam Dominici Cueuni Collectanea Mathematica nune primum edita cura 
et studio L. Cremona et E. Beltrami.» 

dCh. Hermite. Sur quelques points de la théorie des fonctions. Extrait d'une lettre 
de M. Hermite k M. Mittag-Leffler. Acta Societatis Scientiarum FcnnicaB, 
T. XIId, ainsi que »Journal fttr dic reine und angewandte Mathematik, Bd. 91». 

»E. ScHERiNG. Das Änschliessen einer FuncHon an algebraische Funciionen in 
unendlich vielen Stellen, Abhandlungen der Königl. Akademie der Wissen- 
schaften zu Göttingen. Bd. XXVII.» 

(*) Voir aussi: F. Casorati. Aggiunie a recenti lavori del Sig* Weierstrass e 
Mittag-Leffler sulle fumioni di una variabile complessa, Annali di Matematica 
pura ed applicata. Serie IP. Tomo X".d 

C) Voir ce journal, T. 2, p. 366. 
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Mettons maintenant que la limite compléte du continuum 3f dont 
j'ai parlé ci-dessus, consiste en un ensemble ^i + öi> ou Qi est un en- 
semble isolé contenu en Qj et tel, qu'aucune des fonctions 

GJ — -—] 1/=I,2,3,... 



-■-) 



correspondant a un point a^ de Qi ne disparaisse identiquement. La fonc- 
tion constituée par jP, en dedans de 3C est alors une fonction monogcne 
et uniforme qui no peut pas ctre continuce au dela de iJf. Cest ce qui 
suit immédiatement de cette clrconstance que cliaque point de ^i est un 
point singulier de la fonction et que, par conséquent, chaque point de Q[ 
est aussi un point singulier. 

Cest une question de grand intérét que de savoir si chacun des autres 
continua restant apres que lensemble Q -{• Q* vl éié cxclu du champ de 
la variable Xj constitue de mcme une fonction nionogéne et uniforme qui 
ne peut pas etre continuée au dela de ce continuum. Cette question ne 
sera toutefois pas traitée ici. 

Mais jc fcrai observer que si Ton apporte au choix de Q cette 
restriction que rensemble Q -{• Q' doit constitucr la limite compléte d'un 
continuum composc d'une seule pioce, on obtient, au lieu du théoreme ^4, 
le théoreme suivant: 

S. »Soit Q un ensemble isolé dans le domaine de la variable x 
choisi de telle sorte, que Q -{' Q' constitue la limite compléte d'un con- 
tinuum 9C. Soicnt ensuite a^j a^j . . . , a^, . . . tous les points de Tensemble 
Qj et 

une serie de fonctions monogones uniformcs, oii GA ) désigne une 

fonction entiérc rationnelle ou transcendante de , qui s'évanouit 

lorsque 

= o, 



X — a 



v 



sans toutefois étre identiquement nulle: Il est toujours possible de former 
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une expression analytique representant une fonction raonogéne uniforme, 
laquelle se comporte d'une maniérc réguliére au voisinage de chaque point 
situé en dedans de 3C, et qui, dans un entourage suffisamment petit d'un 
point a^ appartenant a Qj peut étre mise sous la forme 



<^-{;rL-7) + ve - o- 



Chaque point de ^ + ^ est un point singulier de cette fonction.» 
Il a été montré de quelle maniére on peut toujours former une 
expression analytique qui représente, en dedans de •!(, une fonction pa- 
reille. Si le continuum 3C est tel quMl existe des points situés en dehors 
de ce continuum, 1'expression F^ a toutefois, niéine pour chacun de ces 
points, une signification déterininée, et s'y comporte d'une fa9on réguliére. 
Les valeurs que F^ re9oit en de tels points situés en dehors de 3f , appar- 
tiennent ncanmoins ä d'autres fonctions que celle qui est constituée par 
F^ en dedans de 5!f.(^) Si maintenant Von supprime la condition que 
F^ doit se comporter d'une fa9on réguliére méme pour les points situés 
en dehors de 2C, il est possible d'indiquer, pour une expression pareille, 
une loi de formation encore plus générale que celle donnée précédem- 
raent. Cette condition manque aussi évidemment de to ute signification, 



(') Si Ton part de Tensemble Q donné dans Texemple de la note page II, et que 

Ton suppose quaucune des fonctions Onk { I nest idcntiquement zéro, Texpression 

\x — a„k/ 

analytique Fx correspondant k Fensemble Q et aux fonctions Onkl )■» représente, 

\x — ank/ 

dans un cercle ayant Torigine pour centre et Tunité pour rayon, une certainc fonction 
monogéne et uniforme qui se comporte d'une maniére singuliére dans Tentourage de chacun 
des points 



dtpk = n le'''''"* i) = 0,l,2,...; i: = 0,l,2,...,2i» 



2p + I 

ainsi qu aux environs des points situés sur la périphérie du cercle. Cette fonction est ré- 
guliére au voisinage de chaque autrc point appartenant au cercle. Elle ne peut pas étre 
continuée au dela du cercle. 

L expression analytique F^ représente aussi une autrc fonction monogéne uniforme 
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s'il 8'agit siinplement, soit de dcduire, de certains elements de détermina- 
tion donncs, une fonction monogéne, uniforme et réguliére en dedans de 
2C, soit aussi de trouver une telle expression d'une fonction monogéne 
et uniforme donnée, que cette expression indique immédiatement la valeur 
de la fonction qui correspond ä une valeur d'argument donnée. 

Supposons par conséquent que le domaine ?C soit tel qu'il existe 
des points situés en dehors. 

Soient, dans ce cas, h^ (i; = i, 2,...) des points situés en dehors de 
3f + ^ ou sur la limite méme de ce domaine, et désignons successivement 
par h les divers points appartenant a Tensemble Q^ ou, en d'autres termes, 
constituant la limite de tiC + ^. Entendons ensuite par y9^ la limite in- 
férieure de \h — h^\. Figurons-nous ultérieurement que nos points 
h^ {y = 1 , 2, . . .) ont été choisis de manicre que la limite supérieure 
des quantités ^^ (y = i, 2,...) soit une quantité finie déterminée y9, 
et que 

lim(|^, — />,| — ^,) = o, 



if= 00 



ou que, a chaque quantité positive 9, réponde un nombre entier positif 
w, tel que \a^ — b^\ — jS^ < 9 dés que i;2n. 

Le cas oii b^ = 00 n'est pas exclu dans le précédent, mais alors 

a^ — cx) signifie — , et b — co signifie t • 

Si Ton choisit, dans Tensemble Q^j les points b^ (v = i, 2, . . .) de la 
méme maniére qua la page 11, la totalité de ces conditions sera remplie. 
Les quantités y9^ {v = i , 2, . . .) seront en ce cas toutes égales a zéro. 



n'existant qu'en dehors du cercle mcDtionné, et qui ne peut par conséquent se continuer 
dans 1 inti^rieur de ce cercle. Cette fonction se comporte d une fa^on singaliére au voisinage 
de chacun des points 



(i2pM =- ( I + ^)e -'' ;-i.2....: 4 = 0,1,2 Hr i 

comme aussi dans Tentourage de chacun des points situt^d sur la périphérie du cercle. 

Pour la premiöre fonction, 2!C + Q est egal h Tintérieur d une surface circulaire 
ayant Torigine pour centrc et Tunité pour rayon. Pour la fonction nientionnée en dernier 
lieu, ^ 4* Q est egal h la partie du plan tombant en dehors de la surface préeitée. Pour 
les deux fonctions, la périphérie du cercle est égalc k Q\ 
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On vcrra toutefois sans peine coinment il est possible d'indiquer des 
cas ou les quantités b^ peuvent étre choisies aussi d'une autre maniére, de 
fa9on ä remplir les conditions données. Soit, p. ex., comrae c est le cas de 
la preniiére des fonctions irientionnées dans la note de la page précédente, 
le domaine jSC + ö Tintérieur d'une ligne circulaire, elle-raéme égale a ^, 
et ayant x = o pour centre. Si Ton met alors b^ = oo (i; = i, 2,...), 
la totivlité des conditions indiquées sera remplie. Ou aussi, comme c'est 
le cas de la derniére des fonctions données dans la note de la page 
précédente, soit 21 + ^ Textérieur d'une ligne circulaire égale ä ^, et 
dont le centre est x = o. Toutes les conditions seront remplies, si Ton 
pose b^ = o {p = I, 2, . . .). 

Fixons, maintenant, exactement de la raéine maniére qu en formant 
Texpression F^ du théoréme Ay la serie Sj, e^^ £3, . . . , e»,, . . ., ou chaque 
terme est une quantité positive, et oii la sorame de tous les termes a 
une valeur finie déterminée; mais, au lieu de la quantité e < i, in- 
troduisons une serie infinie de grandeurs positives e^^\ s^^\ . . . , s^*'\ . . . 
soumises a la condition lim s^"^ = i . Formons ensuite les fonctions 
F^{x) (v =^ I, 2,...) comme auparavant, mais avec la modification que 
les nombres m^ (v = i, 2, . . .) seront maintenant choisis de telle sorte, que 
le module de la serie 



00 



A 



(v) 



;4 = in„+I 



soit inférieur a e^, des que \— — r 

* \ X 6y 

auparavant que de remplir la condition 



<^ s^''^ tandis que m^ n avait besoin 



00 



des que 







2 <(^)' 


. 


fi = m^-\-l . 


X — hi, 


<e. 





< £„ 



CO 



La serie ^F^(x) représent^ alors une fonction monogéne uniforme 

et réguliére en dedans de ?!C, jouissant des propriétés indiquées au théo- 
réme S. 

Aeta matkematica, 4. Imprimé 6 Mai 1884. 4 
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La preuve peut étre donnée exacteiiieiit de la inénic inaiiiére quc 
lorsque les fonctioiis F^{x) (y = i , 2, . . .) avaient été déduites d'aprés le 
mode de formation plus special indiquc auparavant, si Ton a réussi toutefois 
a ctablir préalablemeiit qu'il existe toujours un nombre entier positif n 

tel que — — 17 < £^'S des que v >. w, quand \x — 0Co\<py oix Xq est un 

point donné de 3C + ^, et oii p a été choisi de telle sorte, qu^il n'existe 
pas, dans le domaine \x — oco\<py d'autre point appartenant a Tensemble 
Q + Q' que le point Xq tout au plus. 

On peut démontrer de la maniére suivante quil existe toujours un 
nombre n de Tespéce indiquée ci-haut. Si Ton fait prendre successivement 
a X toutes les valeurs pour lesquelles \x — oCo\<py et que Ton fasse 
parcourir en outre a v la serie des nombres i , 2 , 3 , . . . dans Texpression 
\x — h^\ — y9^, il existera nécessairement une quantité positive déterminée 
/, constituant la limite inférieure de 



On aura done 



\x — b,\—li,. 



des que \x — Xo\^p. Vu la maniére don t les quantités b^ (v = i, 2, . . .) 
ont été fixées, il existe toujours, quand <l est une quantité positive 
déterminée, un nombre entiei* positif n' tel, que 



dés que v ^ »'. Par conséquent, 



a, 



X — t, 



< 






Or, p constituant la limite supérieure de y9, (v = i, 2,.,.), on a 



g + /?, ^ ^ + /? 
I + i% = l + fi 



et par suite 



a, — 6, 

X bu 



< 



+ fi 

1 + ^ 



Vu la condition lims'"' = i; attendu, en outre, que ^ est une quantité 
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finie déterininée, et que 9 < ly il est toujours possible de trouver un 
norabre entier positif n" tel que 

^44 < s'^^ des que i;>n". 

i + Ii ^ — 

Or, si Ton désigne par n le plus grand des deux noinbres n' et w", on 
aura par conséquent 



X — K 



< 5^"^ des que i; ^n. 



Nous avons donc obtenu, dans la nouvelle serie 



00 



F^=Tt\{x), 



v=l 



une expression qui reprcsente en dedans de tJ( une fonction F{x) ayant 
les propriétés indiquées au théoréme B. Si, inaintenant, 1 on entend par 
G{x) une fonction monogéne, uniforrne et réguliéxe en dedans de 3f + §, 
inais arbitraire a tous autres égards, 

F{x) = F{x) + G{x) 

a évidemment ä tous égards les mémes propriétés que celles qui ont été 
demon trées appartenir a F{x)j et, d'autre part, sous la forme F(^x) son t 
comprises toutes les fonctions qui possédent ces propriétés. 

Pour obtenir les nombres m^ (v = i, 2, 3,...), on peut employer 
avec une modification insignifiante la méme rnéthode que dans le théoréme 
A. Au lieu des deux quantités fixes a et ^, il suffit en efifet dHntroduire 
les quantités 

et j,= 1, 2, 3, ... 

On choisit enaiiite les quantités ^, {y = i, 2, 3,...) de telle sorte que 

(i +«.)s<"< i, et 7^^^< I- 
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A chaque indice i; correspond un nombre positif s^"^ tel que 

(v) 

(i + a^s'"'^ < £^^>' < I, et -!-—<£(•'>' < i. 

I — ffy 

Si b^ est une quantité finie, on choisit maintenant le noinbre m^ tel que 






et si b^ = CO, on choisit m^ de maniére que 






Mon théoréme jB a été exposé et démontré dans le Bulletin (öfver- 
sigt) des travaux de TAcadéinie royale des sciences de Suéde pour le 12 
Avril 1882, ainsi que dans les Comptes rendus des séances de 
rAcadémie des sciences, 10 Avril et 14 Aoiit 1882. Jai toutefois 
considéré spécialement, dans ces deux publications, le cas mentionné au- 
paravant, oii le domaine jJC + ö s^ corapose de Tintérieur d'une ligne 
circulaire égale elle-méme ä Q'y et ayant x = o pour centre. Les quan- 
tités b^ ont aussi toutes été supposées égales ä cc. Si Ton désigne alors 
par R le rayon du cercle 2C + ^, toutes les quantités y9^ (v = i, 2, . . .) 

seront égales ä ^« On pourra choisir les quantités s^"^ (v = i, 2,...) de 

telle sorte que 

R 

La fonction G{x) devient une serie procédant suivant les puissances po- 
sitives entiéres de oj, et convergente du moins pour |a?|<JB. Si le do- 
maine SC + ^ se corapose de la partie du domaine de la variable a?, 
tombant en dehors d'une ligne circulaire elle-raéme égale ä Q', ayant 
X = o pour centre et R pour rayon, toutes les quantités b^ (v = i, 2,...) 
peuvent étre prises égales a zéro. Les quantités y9^ (j; = i, 2, . . .) seront 
alors toutes égales k R. On peut prendre de méme 



s'^' = 



R 
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La fonction G{x) devient en ce cas unc serie procédant suivant les puis- 
sances positives entiéres de - , et convergente du moins pour | a; | > JB. 

Soit rnaintenant F{x) une fonction monogéne uniforme donnée, pour 
laquelle Tensemble P de tous ses points singuliers est tel que Fégalité 
P — p ^= Q = o n'a pas lieu. En vertu du théoréme S on peut tou- 
jours former une expression analytique, qui représente une fonction mo- 
nogéne uniforme, dont tous les points singuliers sont compris dans Ten- 
semble Q -{' (^ et qui de plus est telle, que la différence entré elle et 
F{x) est une nouvelle fonction monogéne et uniforme, qui a les mémes 
points réguliers que F{x) mais qui en plus se comporte réguliérement 
aussi pour chaque point de Tensemble P — P = Q. On a par conséquent 
le théoréme suivant. 

B\ Soit F{x) une fonction monogéne uniforme qui posséde des 
points singuliers isolés. Il est toujours possible de former une expression 
analytique, representant une autre fonction monogéne uniforme telle, que 
la différence entré elle et F{x) est une nouvelle fonction, qui se comporte 
réguliérement non seulement partout oii c'est le cas pour la fonction 
proposée, mais aussi dans le voisinage de chaque point singulier isolé de 
cette derniére. 



§ 2. 

Pour pousser plus loin les recherches, exposées au § i, il est néces- 
saire de commencer par développer quelques definitions et quelques thé- 
orémes concernant les produits infinis. 

On dit qu'un produit infini 



<x> 



n(i + *'v) 



V=I 



est convergent lorsque, apres avoir fixé arbitrairement une quantité positive å, 
U est toujours possible de trouver un nonibre entier m tel^ que le module de 



n+n' 

n(i +t;,)— I 



pour 



XX \^ 1 T c/,; — 1 
v— n 

ihaque valeur positive de w', soit moindre que åy aussitot que n >_m. 
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Or, on peut démontrer que: 

oo 

d ))si II(i + ^v) öst un produit convergent, dans lequel chaque 
facteur est une quantité finie détenninée, diflférente de zéro, le produit 

n 

II ( I + t^y) tend vers une limite finie et déterminée lorsque n croit au dela 

de toute limite; autrement dit, il existe toujours une, et une seule, quan- 
tité finie et déterminée tel le que, dans chaque voisinage de cette derniére, 

n 

on trouve une infinité des valeurs que prend le produit II (i + v^ pour 

les diffé rentes valeurs de n.D 

La definition suivante se trouve alors légitimée: 

CO 

Un produit convergent II ( i + t^^) est accepté comme egal ä la limite, 



n 



vers laquélle converge le produit II(i + ^v) pour les valeurs croissantes de n. 

Il est facile maintenant de démontrer les propositions suivantes: 
b »un produit convergent ne peut étre egal ä zéro, a moins qu un 
de ses facteurs ne soit egal ä zéro;» 

OD 

C »si II(i + ^v) est un produit convergent, la serie 



v = l 






W^ 



ou 



Wi = I -{- Vi 

1V2 = (i + v,)v^ 



3 



w, = (i + Vi){l + v^)...{i + v,_,)v. 



sera convergente aussi, et on aura de plus 

ll(l + O = 5^«^,.» 
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Oii peut fixer les notions de la convergcnce unifonne et ahsolue des 
produits infinis tout a fait de la inéme maniére qu'on le fait pour les series 
infinies. (^) Pour le but que j'ai imraédiatement en vue il suffit de bien 
formuler la definition de la convergence uniforme. 

CO 

Un.produit infini TI fy, dont les facteurs sont des fonctions d^ un nombre 

quelconque de variables, converge uniformément dans une certaine partie -Jf 
de son domaine de convergence si ä chaque valeur positive dy fixée arbitraire- 
ment, correspond toujours un nombre entier m td, que le module de 



w4-« 



n/:- 



v^n 



est plus petit que <?, pour tous les systémes de valeurs des variables apparte- 
nant au domaine 3f, et pour chaque valeur positive de n\ si tot que n>^m. 
Or, on sassure aisément que: 



oo 



rf »si le produit Tlf est uniformément convergent dans le domaine 
3f, c'est aussi le cas pour la serie 



oo 



/•, + Z(/:^,-i)n/:. 

v = I /4 = 1 

et Ton a de plus 



oo oo 



V=l V=l /A=l ' 



De la découle immédiatement le théoréme important suivant:Q 

e »soient R et B' deux quantités positives données, telles que 
R < R'y et soient 

P,{x\ P,{x\ P,{x\... 

un nombre infini de series, ordonnées suivant les puissances positives et 
negatives de rr, lesquelles sont toutes convergentes, si töt que 

R<\x\<R. 



C) K. Weierstrass: Zur Functionenlehre, p. 3 et 4. 
C) Voir Weierstrass: Zur Functionenlehre, p. 7. 
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Supposons de plus que 



ot> 



Ul\{x) 



v=l 



soit unifoniicment convergent pour toutes les valeurs de x qui non seule- 
ment satisfont a la condition 

R<\x\<R\ 

mais ont en outre toutes le menie module. On peut toujours trouver 
dans ce cas une serie, ordonnée suivant les puissances positives et negatives 
de X, laquelle est convergente et égale a 



CO 



Ul\ix) 



v=l 



pour toutes les valeurs de x remplissant la condition 

JB < I rr I < R.y> 

Ces quelques théorémes einpruntés ä la théorie des produits infinis, 
que je vicns d'exposer, suffisent pour le but que j'ai iinmédiatement en 
vue, et je puis maintenant passer a la demonstration d'un théoréme nou- 
veau, qui correspond coniplétement au théoréme 2J du § précédent. 

Jim 3)Soit Q un ensemble isolé infini de points dans le domaine de 
la variable x, tel que Tensemble Q + Q forme la limite compléte d'un 
continuum 2f . Soient a^ a^, . . . , a^, . . . les points diflPérents de Tensemble 
Qy et soit Wi, ^3, . . . , w^, . . . une serie de nombres entiers positifs ou 
négatifs. Il est toujours possible de former une expression analytique 
representant une fonction monogéne uniforme, laquelle se comporte ré- 
guliérement a Tintérieur du domaine 3C, n'y devient pas zéro et qui en 
outre dans le voisinage de chaque point a^ {^ = i> 2,...) peut étre mise 
sous la forme 

{x — a,y-e^^'''''-\ 

Chaque point de Q' est un point singulier essentiel de cette fonction.» 

Pour démontrer ce* théoréme on peut procéder de la maniére suivante. 
De méme que dans le § i on peut adjoindre ä chaque point 0^, qui 
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n'est ni zéro ni infini, un nouvcau point &^,, placc en dehors ou sur la 
limite du continuum ^ + ö; désignons par ^^ la limite inférieure de \h^ — h\ 
oii b signifie Tun apres Tautrc tous les points de Q' et fixons, comme il 
est toujours possible de le faire, les quantités h^ de maniére que 



YMn{\n, — \\—p,) = o 



V= 00 



et que la limite supérieure de /9^ soit une quantité finie. Choisissons 
de plus des quantités positives Si, £2? • • • > ^v> • • • ^t ^^^\ ^^^\ • • • > s^''\ • • • 



flO 



v=l 



de la méme fa9on qu'au § i, c'est a dlre de maniere que Ss^ ait une 
valeur finie et que lim e^"^ = i. 

Supposons que a^ ne soit ni o ni cx). 
Si h^ n'est point cx), on a 



00 



X 



fiy __ '>K , y?v v;^ 

— a» X — by X — hy ^ 



öv— 6u\'* 



w : v « — ^v 



équation qui a lieu, si tot que 



X — hu 



< I 



Il en découle immédiatement 



tty by\"i 

X — b. 



e 






aussitöt que 



tty 61 



X 



'V 

Qy 00 



< I. Gette équation a lieu méme dans le oas ou 



h^ = CX), si par -7 — — on entend Texpression — • On a en effet 



n, 



00 



X — a 



n. 



a, 



X 

a 



tii, y-^ I X 
n 



xXf- 



v I 
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• A * 



SI tot que 



■X 
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< I et par conséquent aussi: 



00 






I /x\/* 






• A « 



SI tot que 



X 

fly 



< I. 



On voit par conséquent que 



\ x — hy) 



clés que 



« — hu 



< I. Le nombre wi^ désigne ici un nombre entier positif 



ou iiul. Si Wy = o, on doit remplacer le facteur exponentiel 



e 






par Tunité. 

Adjoignons ii chaque point a^, qui n'est egal ni a o ni a co, un 
nombre m^ assez grand pour que 



QO 



w. 



Z^ /i\x—bj I 



/A=m„ + 1 



si tot que 



a^ — hy 
X — hy 



< s^"' et posons 



E,{t) = (i 



a, 



X — h. 






Dans le oas ou a^ est nul ou infini, j'entendrai par h^ un point quel- 
conque (»n dehors ou sur la liinite du contimmm SC + ^. Si a^ = o, je 
poserai 



h, \ "^ 



J!.W-(.+-^j;) 
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ou E^{x) pour b^ = Qo désignera x"^. Et enfin si a^ = oo je poserai de 

nouveau 

/ I 

X 




ou E^{x) pour \ = o désignera (-] . 



eo 



Le produit II ^^(;r) représente une tbnction f{x) dont les propriétés 

sont déterminées par le théoréme A.. 

Soit en effet Xq un point a Vintérieur de ^i. Il est toujours possible 
de fixer une quantité positive p telle, que toutes les valeurs de x pour 
lesquelles \x — 0Cq\<p apparticnnent également a ?Jf. D'aprés le § i 
on peut aussi toujours trouver un nonibre entier n assez grand pour que 

-^ — r-^ < £^*'^ si tot que v>^n en méme temps que \x — ^o\<P'{^) 

Si o est une quantité positive arbitraire, pourvu que lon choisissc n 
assez grand, on aura par conséquent, si \x — iPol^/O 



X — 6u 



<£ 



(>) 



oo 



""ZK^yh-^' 






yhSK^rh" 






si töt que i^ >^ w, v' étant un nombre entier positif quelconque. Mais on 
a aussi 

ni:,(;r) = e *=^ ^-'"*-^^' * . 



(*) Voir p. 26 et 27. 
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En augmentant le nombre n on peut par conséquent rendre le modulc 
de la différence entré TLEJx) et Tunité plus petit, que chaque quantité 



positive voulue. Le produit TlE^{x) est par conséquent unifonnémcnt 

v— l 

convergent dans le domaine \x — ^o\ ^p et Ton a, en vertu du thcoréme € 



00 



UE,{x) = ^{:x — x,) 



v-l 



égalité qui a lieu au moins dans le domaine \x — *^o\^P' Dans ce 

oo 

méme domaine le produit 'LlE^{x) ne peut jamais étre egal a zéro, selon 
le thcoréme b ; on peut donc poser (^) 



oo 



v=l 

Si ax est un point qui appartient a Tensemble Q, on peut toujours 
fixcr une quantité p de telle maniére que Tinégalité \x — cix\<p n'ait 
lieu pour aucune valeur de x appartenant a rensemble Q, excepté pour 
X = a^. Il 8'ensuit qu'on a 



00 






et par conséquent 



oo 



v- 1 

dans le voisinage immédiat de x = a^. 

00 

Le produit II ^^(;r) représente par conséquent a Tintérieur du con- 

tinuum »If une fonction nionogénc uniforme, qui sy comporte partout 
régulicremcnt et dont la valeur y est toujours différente de zéroQ et 
qui de plus, dans le voisinage immédiat de chaque point x = a^ de Ten- 

semble Q^ peut ctre mise sous la forme {x — a,)''^^^'''''^^^. Chaque point 



(*) Voir Weierstrass: Zur Theorie etc, p. 31. 
(*) Voir page 21. 
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de Q représente un point singulier essentiel de cette foiiction, car dans 
chaque voisinage d'un point de Q on trouve des påles ou des points-zéros 
de la fonction. (^) 

La fonction considérée n'cxiste par conséquent nulle part en dekors 
du continuum 2C + Q, mais ä rintérieur de ce continuum elle posséde 
toutes les propriétés que j'ai indiquées dans mon théoréme. 

Les mémes propriétés appartiennent aussi évidemment a la fonction 
représentée ä Tintérieur de 2f + Q par 



GO 



nE,(j;).F„(j) 



v-1 



si Ton désigne par Fq[x) une fonction qui est nionogéne, uniforme et 
réguliére a Vintérieur de 3f + (), et dont la valeur ne devient égale a 
zéro dans aucun point de ce domainc. D'un autre coté chaque fonction, 
jouissant des propriétés indiquées dans 1q théoréme -4, peut étre niise 
sous la forme: 



oo 



n^,(.c).Fo(:c). 



y=l 



Dans le cas ou le continuum 3C + Q constitue une surface simplenient 
connexe, Fq{x) peut toujours étre niise sous la forme 6-^*'*\ en désignant 
par /ö(ic) une fonction monogéne, uniforme et réguliére ä Tintérieur de 

Il convient de rcmarquer encore, que si Ton prend tous les points 
b,, (y = I, 2, . . .) sur la limite du cmitinuum 3f + ö> auquel cas il est 
aussi possible de remplacer par une seule valeur e < i la serie de va- 



oo 



leurs é^\ b^'^\ . . . , s^^^ . . ., le produit II ^^(o:^) se comportera réguliére- 

v= I 

ment dans Tentourage de chaque point situé en dehors du continuum 



considéré. 



(*) Ud poiDt X = a est un pole ou ud point-zéro (l'une fonction monogéne uniforme, si 

cette fonction peut ctre mise dans Tentourage du point x = a sous la forme (x — afe"^~'* j 
oii n désigne un nombrc entier positif ou négatif. Si n est positif x ^= a est un point 
zéro, si n est négatif x = a est un pOIe ou autrement dit un point singulier non essentiel. 
(*) Cf. Weierstrass: Zur Theorie elc, p. 31. 
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Le théoréine A a été énoncé par M. Picard dans les Comptes rendus 
des séances de TAcadémie des scienccs, 21 Mars 1881, pour le cas, 
ou rensenible Q ne contient que des zéros de la fonction considérée et 
oii le continuum tSf + Q est composé du domaine de la variable indépen- 
dante renfermé tout entier soit a Tintérieur d'un certain cercle ayant 
X = o pour centre, soit a Textérieur de ce cercle. Il choisit toujours les 
points b^ sur la périphérie de ce cercle, de maniérc que liinla^ — b^\ = o. 

Dans ce qui précéde j'ai montré commcnt ccs points 6^ (v = i , 2, . . .) 
peuvent ctre choisis cncorc d'une infinité d'autres maniéres différcntes. 
Si le domaine 3C + Q est renfermé tout entier dans Fintérieur d'un 
certain cercle, qui est lui méme egal k Q' et a x = o pour centre, on 
peut poser ft^ = co {v = i, 2, . . .) et Ton obtient alors Texprcssion 



'"v 

I /arv/* 



00 v - /—V 



qui représente une fonction n'existant qua Tintérieur de »IC + ö- 

Si d'un autre coté ?f + ö constitue le domaine extérieur a un 
certain cercle, qui coKncide avec Q' et a x = o pour centre, on peut 
poser 6^ = o (y = i, 2, . ..) et, dans ce cas, la fonction est représentée 
par Texpression 



00 






ni( 



\„^ "vZ -(7) 



X 



. Dans le cas 011 Q' se compose du seul point x == 00, le théoréme A 
coHncide avec le théoréme remarquable, dont le dévcloppement constitue 
la partie essentielle du mémoire de Weierstrass, que j'ai déja cité a 
plusieurs reprises: Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen einer 
Veränderlichen. 



00 



La convergence du produit II E^{x) est telle, que les facteurs qui le 

composent peuvent étre transposés d'une maniére arbitraire, sans changer 
la valeur du produit. Si Ton désigne par conséquent par 11/ -E,, (x) le 
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produit de tous les facteurs, pour lesquels le nombre n^ est \m nombre 

entier positif, et par T[^"E^"{x) celui de tous les facteurs, pour lesquels 
n^ est un nombre entier négatif, on a 



oo 



UK{x) = U,E,.{x),U,..E^..{x). 



Mais 



y«=l 



n,.£,.(rr) = 



si Ton pose 



n,"E,"(x) 



^^''^^^=e7^) 



et Ton peut par conséquent écrire 

(A,) TiEXx) = ^^^^^. 

Chaque facteur E^\x) est une fonction monogéne uniforme qui n'a qu'un 
seul point zéro rr = a^., et qu'un seul point singulier x = b^'. Chaque 

facteur E^"{x) est aussi une fonction monogéne uniforme, qui n'a qu'un 
seul point zéro x = a^» et qu'un seul point singulier x = \". Le pro- 
duit II/iJ/(rr) représente a Tintérieur du continuum ^ + ö une fonction 
monogéne, uniforme et réguliére qui n'a pas dans cc continuum d^autres 
points-zéros que les points x = a^, et qui dans Tentourage de chacun 

de ces points x = a^ peut étre mise sous la forme {x — axY^'e^^''~"^'\ Le 

produit U^"E^"{x) représente aussi a Vintérieur du continuum 2C + Q une 
fonction monogéne, uniforme et réguliére, qui n'a pas dans ce continuum 
d*autrcs points-zéros que les points x = a^» et qui dans Ventourage de 

chacun de ces points x = a^" est égale a {x — a;^..)"^"^'^*'""^"^ 

Je supposerai maintenant que tous les points b^ ont été pris sur la 

limite du continuum 3f + Q et je montrerai que les produits Tl^'E^'{x) et 

Tl^"E^"{x) peuvent étre transformés dans ce cas en d'autres expressions 
analytiqucs. 

En vertu de la relation limjflf^ — 6J = o, le produit de tous les 

VesOO 

facteurs E^'{x), pour lesquels le méme point rr = J;^ a été adjoint a des 
points différents x =^ a^., constitue une fonction monogéne, uniforme et 
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réguliére qui n'a que le seul point singulier x = h^ et pour laquelle ce 
point est un point singulier essentiel, si le nombre des facteurs est infini. 
Désignons cette fonction, qui est par conséquent une fonction entiére 

rationnelle ou transcendante de t- Q, par G^^H r-j. Cette expres- 

sion se réduit toujours ä Funité, si le point x = h^ ne se trouve pas 
parmi les points x = b^, qui ont été adjoints aux pointö x = a^. 

De la méme maniére, le produit de tous les facteurs E^^ {x)^ pour 
lesquels le méme point x = bx Si été adjoint a des points différents 
X = a/., constitue une fonction entiére rationelle ou transcendante de 

j-j que je désignerai par G^^'^( . V Cette fonction est nécessaire- 

ment transcendante si le nombre des facteurs E^" {x) dont elle est com- 
posée, est infiniment grand. Elle se réduit a Tunité si le point x = b^ 
ne se trouve pas parmi les points x = b^^ qui ont été adjoints aux points 
X = a^.>. Il est a remarquer encore, que si Tensemble Q" ne remplit pas 

la condition (^ = Q',{') Yune des deux fonctions G^''(-^-A, G''^(-^) 

est nécessairement transcendante, si tot que le point x = b^ appartient a 
Tensemble Q' — Q". Ceci est une conséquence immédiate de ce que, en 
vertu de la relation lim|a^ — & J = o, chaque point de ^ — Q" a été 

adjoint un nombre infini de fois a des points différents x = a^. 

En supposant par conséquent que tous les points x ■== b^ ont été 
choisis sur la limite du continuum -ST + ö on obtient Tégalité 



r(v) ^ 



no' 



(A.) UK{x)='-^ ^^-^^ 



— : — vv" / 00 /I 



ys 1 \X — — Oj; 



C) Weierstrass: Zur TJieorie etc., pag. 17, A. 

C) Si P est un ensemble de points quelconque, dans lequel chaque point particulier 
ne figure quune seule fois, on désigne par P", d apres la notation de Cantor, un ensemble 
de points déduit de P' de la tnéme maniére que P' a été déduit de P. Il faut remar- 
quer toutefois que, tandis quil nest pas néccssaire que P contienne aucun point de P', P' 
au contraire contient nécessairement tous les points de P". (Acta Mathematica, T. 2, 
p. 350.) 



Sar la representation analytique des fonctions monogöucs uniformes. 41 

ou les fonctions G^^H 7-) et (t^'m- j-) ont les propriétés qui vicnnent 

d'étre exposées dans ce qui préecde. Si Ton suppose que Q' ne se com- 
pose que d'un nombre fini de points, la formule Aj se transfonne en une 
formule, qui se trouve dans le mémoire de Weierstrass Zur Theorie der 
eindeutlgen anahjtischen FunctionmQ) et de laquelle on peut dire, que, 
jointe au théoréme citc page 10, elle constitue le resultat le plus general 
auquel Tétude des fonctions uniformes d'une variable a été anienée dans 
ce mémoire. 

Le théoréme A n'embrasse point le cas ou Q est un ensemble fini 
de points a^, a^y * . . , a^. 

La fonction qui correspond a Q dans ce cas n'a pas de points sin- 
guliers essentiels, elle est toujours une fonction rationnelle de la variable 
indépendante x.(^) 

Les nombres entiers Wi, W2, . . . , n^ doivent par conséquent étre choisis 
de maniére que w^ + Wg + . . . + w^ = o, mais pour le reste ils sont 
parfaitement arbitraires. Le théoréme A, peut étre remplacé, dans le 
cas ou Q est un ensemble fini de points, par le théoréme élémentaire et 
hien connu suivant. 

»Soient a^^ a^, - - . j ap, p points diflférents dans le domaine de la 
variable x. Soient de plus n^, n.^, . . . , n^, p nombres entiers positifs ou 
négatifs, assujettis a la condition ^1 + ^2 + • • • + ^/) = o. Désignons 
par C et par c deux quantités indépendantes de Xj don t c est supposé 
diflférent de chacune des quantités a^ a^^ . . . , Op, 

Posons 

ou dans le cas a^ = o et c = co Texpression E^{x) signifiera rr*'", 

/ '- 

dans le cas a^ = co et | r | > o on entend par E^{x) Texpression I 

\x c 

et dans le cas a^ = cx) et c = o on entend par E^{x) Texpression l-\ \ 

C) Page 18, formule 2. 

(*) We[er8TRA88: Zur Theorie etc., p. 12 et 13. 

Åeta mathematiea. 4. Imprimé 28 Mal 1884. O 
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Le prodiiit CYLEJx) représente une fonction rationnelle, dont les påles 

y = l 

et les zéros sont a^, a^, . . . , a^ et qui dans Tentourage de chacun de ccs 
points X = a,, (v = i, 2, . . . , p) peut étre égalée k {x — a^)*" e'^'""" \ 

Cliaque fonction rationnelle de la variable x peut aussi étre mise 

p 
sous la forrne d'un produit pareil CUE^(x).y> 

Du théoréme A. découle comme corollaire immédiat un nouveau 
théoréme, qui se rapporte a toutes les fonetions monogénes et uniformes 
qui possédent des points-zéros et des poles. Ce théoréme correspond tout 
a fait au théoréme Ä' du § i. 

A\ »Soit F{x) une fonction monogéne uniforme de la variable rr, 
possédant des zéros et des påles. Il est toujours possible de former une 
expression analytique, qui représente une autre fonction monogéne uni- 
forme telle, que le quotient de F{x) et de cette derniére fonction n'a 
ni points-zéros, ni påles et de plus se comporte réguliérement dans Ven- 
tourage de chaque point régulier et de chaque point singulier non 
essentiel de F{x).y> 

Ce théoréme subsiste aussi dans le cas oii F{x) n'a qu'un nombre 

fini de zéros et de poles «i, r/^, ...,a^. Uexpression analytique en 
question peut. étre formée alors comme il a été indiqué a la page antérieure. 

Si F{x) a des points singuliers essentiels, la relation Wj + W2 + ••• + ^p = o 

n'a pas nécessairement lieu. La constante c doit étre choisie dans ce 

cas sur la limite ou en dehors du continuum composé par Tensemble de 

tons les points réguliers de la fonction. 

Le théoréme A nous donne les moyens de généraliser dans diverses 
directions les théorémes que j'ai déduits dans le paragraphe précédent. 

Soit F{x) une fonction monogéne uniforme et soit a: = a ou un point 
régulier ou un point singulier isolé de cette fonction. Dans le voisinage 
immédiat de x = a, F[x) peut toujours étre mis sous la forme d'une 
serie, procédant d'aprés les puissances positives et negatives de x — a. 
Cette serie peut évidemment toujours étre représentée comme la somme 
de deux autres: 

(^r _ «)"6(j:^,) + (.r - oY^ix - a) 
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ou n désigne uii nombre eiiticr, positif, négatif ou nul, et ©(-^ — ) une 
fonction entiére de 8'évanoui6sant pour = o ; le nombre n doit 

z — a ^ aj — a 

de plus étre choisi de maniére que (S( ) ne soit pas identiquement 

nuUe dans le oas ou » <^o. Du reste n peut étre fixé tout a fait arbitrairc- 
ment, et a chaque n correspond une seule expression absoluuient déterminéc 

Je vais montrer dans ce qui suit, que le théoréme Ä du § i peut étre 
généralisé de telle maniére, que Ton peut choisir arbitrairement les fonc- 
tions {x — a)"(S( j, correspondant a chaque point a d'un ensemble 

de points isolé, et que Ton obtient toujours une fonction F(x) correspon- 
dante. On retombe sur le théoréme Ä du § i en supposant partout 
dans ce nouveau théoréme n = o. 

S. »Soit Q un ensemble de points infini mais isolé appartenant 
au domaine de la variable x et choisi de maniére que Q + Q' forme 
la limite compléte d'un continuum •!(. Soicnt ai, a^^, . . . ^ a^j . . . les dif- 
férents points de Tensemble Q, soit Wj, w^, . . . , w,, . . . une serie de 
nombres entiers, positifs, négatifs ou nuls, et soit 

une serie de fonctions telles, que C5v( ) est une fonction entiére ra- 

\x — ay/ 

tionnelle ou transcendante de , s'évanouissant pour = o, mais 

X — Ov' ^ X ily 

nétant pas identiquement nulle, si töt que n^<o. 

On peut toujours former une expression analytique, qui représente 
une fonction monogéne, uniforme et réguliére a l'intérieur du continuum 
3C, laquelle dans Tentourage de chacun des points a^ (y = 1,2,...) appar- 
tenant a Tensemble Q^ peut étre mise sous la forme 

{x - a,)"v«^^_L_.J + (x — a:f^l^{x — a,).D 
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00 



On peut en effet, d'aprcs le thcoreme A , former un procluit IlJ5i.r), 

dans leqiiel le facteur E^{x) sera remplacc par Tunité toutes les fois 
que ;/^ = o. Dans Tentourage de cliaque point x = a^ (y= 1,2,...) 



régalitc suivante a lieu: 

n Ejx) 

ou G ( — ! — ) reprcsente une fonction entiére rationnelle ou transcendante 

de , s'cvanouissant pour = o. Avec ees cxpressions GJ- ) 

conime elements, on peut former, d'aprcs le tliéoreme Ä du § i, une 

cxprcssion H F,,{x)j dans laquelle, au cas oii GA- ) se reduit 

identiquement a zéro, le terme corrcspondant F,,{x) s'évanouit aussi iden- 
tiquement; et cette expression representera, au moins a Tintérieur du con- 
iinuum limité par Q + Q'j une fonetion monogéne, uniforme et réguliéré, 
qui, dans Tentourage de cbacun des points x =^ a^ (v = 1, 2, . . .) pourra 
etre mise sous la forme 



<--V) + ^('^-«'> 



Le produit 



QO OCl 



ue,{x).i:fxx) 



v=l v=l 



est en eflfet, eomme on le voit clairement, une expression analytique de 
la mcme nature que celle que j'ai considerée dans mon théoréme. La 
mcme chose a lieu pour le produit 



GO 



00 



UE,{x). ZF,(.r) + G{x) 



dans laquelle G{x) en dedans du continmim »K + ^ est une fonetion 
monogéne, uniforme et réguliéré de la variable x. 
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Cliaquc fonction ayant Ics proprictés désignecs, peut aussi ctrc rc- 
presciitcc sous cettc deniiére forme. 

Si cliaquo point a; = «,,, pour lequel rélcment {x — ^y)""(S( _ ) 

\X civ/ 

ne s'évanouit pas idcntiqueinent, est un point-zcro ou un point singulier 
de cet élénicnt, la fonetion correspondante a un point-zéro ou un point 
singulier dans ehaque point de Q; cliaque point de Q' est par consequcnt 
un point singulier cssentiel de la fonction considéree. 

Le tliéorerne Ä, comnie on s'en assure aisénient, subsiste mcnie dans 
le cas oii Tensemble de points Q est fini; inais dans ce cas on est assujetti 
a la restriction que les nonibres entiers n^ (y = i, 2,...) doivent etre 
clioisis de nianiére que leur somme soit égale a zéro. 

Le tliéoréine S nous donne les raoyens nécessaires pour former, dans 
cliaque cas oii une certaine fonction nionogéne unifornie F{x) est donnée, 
inie expression analytiquc correspondante, qui représente une autre fonc- 
tion nionogene et unifornie, laquelle se coinporte réguliérement partout 
ou cela a lieu pour F(^x) et, pour un noinbre infini de points isolcs, peut 
reprcsenter la fonction donnée avec cliaque degre d'exactitude voulu. 

Dcsignons en effet, de inérne que nous Tavons fait dans Tintroduction 
a ce nicinoire, par '-X le continuum fornié par Tensenible de tous les 
points réguliers de la fonction F{x). Ce continuum est limité par un 
ensemble de points P, qui embrassc Tensemble dérivé P' et qui con- 
stitue Tensemble de tous les points singuliers de F{x). Si maintenant 
nous dcsignons par 1\ un ensemble de points qui embrasse Tensemble 
dcrivé PJ et qui lui méme est contenu dans P, on peut toujours, en 
vertu d'un théoréme de Beni)IXSox,(^) séparer du continuum ^C + P — P' 
un ensemble de points isolés Q tel que Q z=z p^. Si Ton désigne par 
conséquent par a^^ a^, . . . les différents points dont la totalité constituc 
Qj la fonction P(.r) pourra toujours etre égalée, dans Fentourage de 
chacun de ces points x = a^j a une expression de la forme 



C) Uti théoréme auxiliaire de la ihéorie des ensembles. (Bihang till Kongl, 
Svenska Vet. Ak. Handlingar, Torne 9 N" 7.) 
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ou (BJ- ) a la inéine significatiori que dans le théoréme B, et o\\ 

w^ dcsigne un nombre cntier positif, négatif ou nul, qui peut d'ailleurs 
ctre ehoisi arbitrairement, pourvu seulement que (BJ ) ne se réduise 

\X dy/ 

pas identiquement a zéro, dans le cas ou n^ < o. 

Si Ton définit par conséquent un certain ensemble de points Q, commc 
il est toujours possible de le faire d'une infinité de inaniércs différentes, 
et que Ton fixe les nombres cntiers Wj, n,2, . . . , il est toujours possible, 



00 00 



selon le théoréme Sj de former une cxpression analytique YlE^{x). ^F^{x) 
telle, que la diflférence 



oo oo 



F{x) — UE,{.v).1:F,{x) 



v^l " ' y=l 



représente a Tintérieur du continuiim •)( une fonction nionogéne, uiiiforme 
et réguliére et que dans Tentourage de chacun des points a; = a^, appar- 
tcnant a Q^ Tégalité 



QC OC 



F{x) — n E.Xx).Y F^x) = (.c — «.)''^(x — tf,) 



v«=l v=\ 



ait lieu. Nous avons par conséquent le théoréme suivant: 

Ii'. »Soit F[x) une fonction monogéne uniforme quelconque. Soit 
5C Tensemble des points réguliers, et P Tensemble des points singuliers 
de cette fonction. Soit de plus Q un ensemble de points isolés, appar- 
tenant au continuum »Jf + P — P et tel, que Tensemble dérivé Q' soit 
contenu dans Tensemble P. On peut toujours former une expression 
analytique, qui représente a Tintérieur de •!( une fonction monogéne, 
uniforme et réguliére laquelle dans Tentourage de chacun des points 
de Q représente la fonction F{x) avec chaque degré d^approximation 
voulu.)) 

Le théoréme S' s'applique aussi au cas ou lensemble Q n'est com- 
posé que d'un nombre fini de points a^, a^, . . . . Dans ce cas pourtant 
on est assujetti a la restriction suivante: si P est aussi un ensemble 
fini de points et si Q embrasse tous les points de P, les nombres 
entiers n,, Wj, . . , , w^ doivent étre choisis de maniére que leur somine 
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^1 + ^2 + • • • + ^i» soit égale ä zéro. Dans chaque autre cas ces nombres 
peuvent étre pris arbitrairement, mais la constante r,(^) qui entré dans 

Texpression UEJx), doit étre choisie a la limite ou en dehors du con- 

tinuum jJf. 

Si la fonction F{x) a des points singuliers isolés, si nous designens 
par Q la totalite de ces points et si nous prenons de plus tous les 
nombres w,, Wj, ..., w^, .. . cgaux a zéro, le théorernc B' se réduit au 
théorémc Ä' du § i. 

Le théoréine S nous apprend qu'il est toujours possible de former 
une expression analytique representant une fonction, qui se comporte d'une 
certaine maniére déterminée dans Tentourage de certains points désignés 
d'avancc. Le théoréme S' nous fa i t voir que chaque fonction monogcne 
uniforme donnée peut toujours étre représentée par une expression analy- 
tique semblable avec un degré d'approximation voulu. 

Je vais montrer maintenant qu'il est toujours possible de choisir 
Texpression analytique en question de telle maniére, que la fonction re- 
présentée par elle ait non seulement certains points-zéros prescrits d'avance, 
mais que sa valcur pour chaque autre point régulier soit diflférentc de zéro. 

Mais pour démontrer cette proposition, il est nécessaire d'établir le 
théoréme suivant. 

jf ]j)Soit F{x) une fonction monogéne uniforme de x, pour toutcs les 
valeurs de cette variable assujetties a la condition \x — a| < r, ou a et 
r désignent deux quantités indépendantes de rr, dont r est nécossairement 
réel et positif. Supposons de plus que pour toutes les valeurs considé- 
rées de Xy a Texception de x = a, F{x) se comporte réguliérement et 
ait une valeur différente de zéro. 

On peut alors toujours et d'une seule maniére représenter F{x) 
sons la forme 

F{x) -: C\{x — a)''e ^^-"^ 
oii C est une constante, indépendante de x, m un nombre cntier positif, 



C) Voir page 41. 
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nésatif ou nul, et Gi ) unc fonction entiere rationnellc ou transcen- 

° \x — a/ 

dante de , qui s^annulc pour = o. La fonction Gl ) est 

z — a X — a \x — a/ 

toujours identiquement nulle pour chaque valeur de rr, si x = a est un 
point régulier ou bien un pole de la fonction F{x).y> 

Cctte proposition peut étre dérnontrée de la maniére suivante. (') La 

fonction / ^ se comporte rcguliérement, si tot que \x — a| < r, sans que 

X = a. Si a est une quantité finie, on a par conséquent, en vertu du 
théorénie de Laure^^t, si tot que \x — fl' | < r 









oii m est unc quantité indépendantc de x et Gy j a la inéme slgni- 

iication quauparavant. 

Il s'ensuit que pour \x — a\ < r 



n 



x) = C{x — (ife ^'-"^ 



et cette derniére cgalité montre que m doit étre un nornbre enticr. 

I 

X 



Si a = CO, on a, si tot que 



<r, 



F{x) X * dx ^ ^ ^ dx X *^ \x 



OU m' est une quantité indépendantc de rr, et ou Gi — - — ) == ^X-^) ^ ^^ 
inénie signification qu'auparavant. Il en résulte 

ou, en posant m' = — m, 

1 i«/i 



ir(.) = c i -c 



""♦JKJ) 



( ) Cr. Weierstrass: Zur Theorte etc, pag. 48, 49. 
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si t6t que 



< r. De cette égalité résulte évidemment que dans ce cas 



I 

X 

aussi m est un nombre entier. 

Il est donc prouvé que quand \x — a | < r, régalité 



F{x) = C{x — aYe ^'-"^ 

a toujours lieu, aussi bien dans le cas oii a est une^quantité finie, que 
lorsque a = co. La fonction F(x) ne peut étre mise sous cette fonne 
que d'une seule maniére: en effet, il résulte d'une proposition démontrée 
dans les elements de la théorie des fonctions, que 1 egalitc 

ne peut avoir lieu autrement que si (7 = i et m, de ménie que tous les 
coefficients de G[ j et de ^{x — «), sont égaux a zéro. Il suit aussi, 



comme conséquence de cette proposition, que 6^( __ ) doit étre identique- 

ment nul, si o- = a est un point régulier ou un pole, et de plus que 
m = o dans le cas ou rr = a est un point régulier mais non un point-zéro. 

La proposition auxiliaire que je viens d'étiiblir sert a mieux com- 
prendre le nouveau théoréme suivant: 

C »Soit Q un ensemble infini de points isolés appartenant au 
domaine de la variable x et choisi de maniére que Q •\- Q' forme la 
limite compléte d'un contimuim 30. Soit öj, ^o, . . . , a^, ... la totalité des 
points de Tensemble Q, soient w?i, Wj, . . . , liK^ ... et n^, )h^j . . . , n^, . . . 
deux series de nombres entiers positifs, négatifs ou nuls, et enfin 

unc serie de fonctions telles, que 6v( ) est unc fonction entiére 

rationnelle ou transcendante de qui s'évanouit pour = o, 

X — fly ^ ^ X — ay 

mais qui n'est pas identiquement nulle si n.^ <^ o. 

Åtta mathematiea» 4. Imprimé 21 Mai 1884. 7 
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On peut toujours former une expression analytique qui représente, 
a 1'iniérieur du contintium 5f , une fonction monogéne, uniforme et réguliére, 
conservant partout dans ce contintium une valeur diflférente de zéro et 
qui, dans le voisinage de chaque point a^ {y = i, 2,...) appartenant a 
Tensemble ^, peutétre égalée ä 

On peut conatituer cette expression analytique de la maniére sui- 

00 

vante. Formons d'aprés le théoréme A un produit IlE^(rr), dans le- 

quel E^{oc) a la méme signification que E^{x) dans ce théoréme, sauf 
que m^ est pris ici ä la place de n^, et que ce nombre m^ peut aussi 

étre egal a zéro, auquel cas E^{x) = i. Pour chaque indice v on a 



Végalité 



.m. 



(' "'^"'^^x-oj (^_„^)".jj^(_J_) + (,_„Jv,,(,_„J 



(x-ar'e _g 



00 



n E,ix) 

v = l 



ou (5w( ) représente une fonction entiérc de , qui s'évanouit 

pour = o, mais qui n est pas identiquement nuUe, si n^ < o. 

Servons-nous maintenant des fonctions {x — o^y^fRA ) pour en 

former, de la méme maniére qu'au théoréme B, \mc expression analytique 



00 00 



U E,{x) .Y F,{x) 



y=l ' y=l 



qui partout a Tintérieur du confinuum -JC se compofte réguliérement et qui, 
dans le voisinage immédiat de chaque point x = a^, peut étre égalée ä 

{x — «,)'-.^^(^-J_) + (.r - a,y^\^{x - o,). 
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On a alors dans 



00 00 






v=l 



une exprcssion qui représente a rintérieur de 2C une fonction - avec les 
propriétés indiquécs. 

Une fonction scuiblable est représentée aussi par 



00 00 

* n £,(*). s 






w = l 



si Fq{x) a rintérieur du continuum tSf est une fonction monogéne, uni- 
forme et régulicre qui ne s'annule jamais et qui de plus dans le voisinage 
de chaque point x = a^ peut se mettre sous la forme 

Toute fonction F{x) qui posséde les propriétés indiquées dans ce 
théoréme, peut évidemment aussi étre représentée sous la forme générale 
ci-dessus. 

Si les nombres entiers n^ (y = i, 2, . . .) sont tous positifs et que le 
continuum 3f + ^ forme une surface simplement connexe, on peut toujours 
choisir les expressions F^{x) (y = i, 2,...), de maniére que la fonction 
considérée soit représentée par 

F(x)=UEJx).e^-' Lv=i J 

ou la fonction fo{x) est monogcne, uniforme et rcguliére ä Tintérieur de 5f + ö- 
En choisissant d^abord d'une maniére déterminée le terme constant 

dans chacune des expressions {x — ci^)^A^2 — )' ^^ obtient 



«D 00 



jL _ n *„ w . z yjx) 

v SS X 

On a ici 

Fo{x) = c^«<'> 

ou fo{x) est une fonction monogcne, uniforme et réguliére ä Tintérieur 
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du continuum tif + ö« Dtuis le voisinage immédiat de chaque point x = a^ 
011 a 

fo{x) = {x — a,y^^{x — a,) + 2k,7ri 

oii k„ représente un nombre entier positif ou négatif ou bien zéro. On 
peut fixer le nombre k^ d'une maniére arbitraire pour un certain point a^' ; 
mais alors, en vertu du celebre théoréme de Cauchy sur le nombre des 
racines(*) et en conséquence de ce que le continuum tS + ^ forme une 
surface simplement connexe, ce nombre est nccessairement déterminé a 
sens unique pour chaque indice v ^ v'. D^aprés le théoréme -4 on a par 
conséquent 



ax) = jiK{x)[TFy{x) + ax)] 



OU foi^x) a la méme signification qu'auparavant. 
En posant alors 

F,{x) =^ F:{x) + Fl- {x) 

on obtient Texpression cherchée de la fonction considérée. Je lai comrau- 

niquée dans le Bulletin des sciences mathématiques et astrono- 

miques, serie II, tome III, page 272. 

Le théoréme C subsiste méme dans le cas oii Q est un ensemble 

fini de points a^y a^^ . . , ^ a^. Mais alors, comme on le voit facilement, 

la restriction suivante doit avoir lieu: les nombres entiers Wj, m2,...j7;j^ 

doivent étre assujettis a la condition tWj + ^^2 + • • • + wi^ = o. Les 

nombres entiers Wj , Wj , . . . , n^ doivent étre également choisis de maniére 

que Wi + W2 + . . . + n^ = o. Si les nombres m^ et n^ (v = i, 2, . . . , p) 

p p 

remplissent ces conditions, les produits JlE^{x) et TlE^^x) pcuvent étre 

formés d'aprés le théoréme cité page 41. 

Si tous les nombres entiers n^ (y = i, 2,...) sont positifs et que 

de plus toutes les fonctions correspondantes ®J~ZI — ) soient choisies de 
sorte qu'aucune d'elles ne contienne de puissance de supérieure 



X (I, 



(') Cf. G. Mittag-Lepfler: Om skiljandet af rötterna till en synektisk funktion af 
en varialeL Upsala Universitets Årsskrift, 1872. 
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a ( ) ", Vexpression analytique formée suivant la inaniére indiquée 

representera a rintérieur de -S + ^ une fonction monogcne uniforinc, 
qui dans ce domaine n'a pas de points singuliers cssentiels et dont tous 
les poles et tous les zéros sont contenus dans Q. Dans ce cas, on a 
dans le voisinage de chaque point (x --= a^) de Q 

= {x — a,y^[ff,{x — a,) + (x — a,y^}^(;x — a,)] 

oii ff^{x — a^) est une fonction entiére rationnelle de {x — aj) de degré 
n^ — I, qui ne sannule pas pour x — a^ = o. Les coefficients de ^^(a; — a^) 

sont des fonctions rationnelles enticres de ceux de ^J- V D'un 

autre cöte, les coefticients de Övl 1 sont aussi déterminés a sens 

unique par ceux de g^(x — a^)j si seulement, comme il est toujours pos- 
sible de le faire, le coefficient de ( ) '^ dans ®J ) est choisi 

\x — a^/ \x — a v/ 

de fa9on que 1 egalité 

ait lieu pour x = a^. 

Si Ton exige, par conséquent, que la fonction représentée par 1'exprcs- 
sion cherchée se mette dans le voisinage de chaque point x = a„ sous la 
forme 

{x — a,Y^g,{x — a,) + (^ — ^v)"^^"^(^ — «.) 

oii les fonctions g,,{^x — a^ (y —- i, 2, . . .) sont choisies arbitrairement, il 
ne reste plus qu'a déterminer par le calcul les fonctions correspondantcs 

{x — «y)"*'®J ) et a former une expression analytique analogue a 

\X fly/ 

celle du théoréme C 

Du théoréme C dccoule immédiatement, par conséquent, le théorcme 
nouveau qui suit: 

D. »Soit Q un ensemble infini de points isolés dans le domaine de 
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la varlable ;c, choisi de iiiaiiiére que Q -{- Q fonne la limite coinplcte 
d'un continuum yC. Soit a^, a-^, . . . la totalité des points de Tenscmble 
Q, soit wfi, ^2, ... une serie de nombrcs cntiers positifs, négatifs ou nuls, 
et soit n^f ^2, . . . une serie de nombres exclusivement positifs. Soit de plus 

ffi{x — ai), g^{x — a^, . . . , g,{x — a,), . . . 

une serie de fonctions entiéres telles, i\\xe g^{x — a^ est une fonction entiére 
rationnelle de {x — a) du degré n^ — i , qui ne s^évanouit pas pour x — a^, = o. 
Il est toujours possible de former une expression analytique repre* 
^sentant a Tintérieur du continuum !^ + ö une fonction monogene uni- 
forrne, qui, ä Tintérieur de 3f, se comporte partout réguliérement et a 
une valeur différente de zéro, et qui, dans le voisinage de chaque point 
^ = a^ appartenant a Qj peut se inettre sous la forme 

{x — a,)"^ff,{x — a,) + {x — a,)'^^''^^ {x — a,).i> 

En supposant que Texpression {x — (lyY^^A ) dans le théorcnie 

J5 ait la forme (x — «»,)'"'' /7y(^ — «v)> on obtient aussi une expression analy- 
tique representant a Tintérieur du continuum 3C + ^ une fonction monogene 
uniforme, qui se comporte réguliérement partout a Tintérieur de 3f et qui 
dans le voisinage de chaque point x = a^ de Q peut étre égalée a 

{x — a,)'^^g^{x — a,) + {x — «,)"•>'+''»' |> (a; — a,). 

Mals cette derniére fonction se distingue pourtant de celle qui est 
formée d'aprés le théoréme -D, en ce qu'elle peut avoir des zéros a Tin- 
térieur de ;!(, ce qui n'est jamais le cas pour Tautre. 

Le théoréme D contient une généralisation du théoréme A qui 
mérite d'étre remarquée. D'aprés le théoréme A, on peut former une 
expression analytique, representant une fonction qui a certains zéros 
et certains poles prescrits d'avance, de maniére que Tordre de chacun 
d'eux est fixé ä volonté. Le théoréme D nous permet de former une 
expression representant une fonction qui non seulement posséde la pro- 
priété exigée, mais satisfait de plus a la condition suivante: dans son 
développement en serie de puissances, dans Tentourage de chacun des pöles 
et des zéros ainsi que d'un nombre infini d'autres points, un norabre voulu 
de coefficients obtiennent certaines valeurs fixées arbitrairement d'avance. 
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Le théoréme D a déja été énoncé par moi dans le Bulletin etc. 
(loc. cit.). Muis la j'ai supposé que Q ne consiste qu'en un seul point 
ir = CO. (*) 

Soit maintenant F[x) une fonction monogéne uniforme quelconque, et 
désignons comme précéderaraent par tJC ^ensemble de tous ses points ré- 
guliers et par P celui de tous ses points singuliers. Soit de plus $ Ten- 
serable de tous les points régulicrs ou cette fonction a une valeur diflfé- 
rente de zéro, et |) celui des points-zéros et des points singuliers. On 
voit immédiatement que »S contient $ et que $ + |) — |)' contient 9f . 

D'aprés le théoréme (7, on peut former pour chaque fonction donnée 
JP(rr) une expression analytique correspondante, qui représente a Tintérieur 
du continuum |3 une nouvelle fonction monogéne telle, que non seulcment 
pour un nombre infini de points déterminés d^avance, cette derniére coln- 
cide avec la fonction donnée suivant un degré d^approximation voulu, 
mais encore qu'elle se comporte réguliéremcnt partout ä Tintérieur de B 
et n'y devienne jamais égale a zéro. 

Soit en eflfet Q un ensemble infini de points isolés séparé du contimium 
P + |) — |)' de sorte que Q' soit contenu dans |). Si nous désignons 
par ^j, a,,... les dififérents points de Qy nous aurons pour Tentourage 
immédiat de chacun de ces points 

F{x) =={x — a,)'"v e ^ ^' 

ou ®J ) a la méme signification qu'au théoréme (7, m^ est un 

\X dy/ 

certain nombre entier .positif, négatif ou nul, et n^ en est un autre 
nombre qu on peut du reste choisir arbitrairement, pourvu que la fonc- 
tion ®J ) ne soit pas idcntiquement nulle si n^<o. Fixant avec les 

restrictions indiquées Tensemble de points Q et les nombres n^, w^,..., nous 
pouvons toujours former, d'aprés le théoréme (7, une expression analytique 






* __ n JPj,(ar).Z Fyix) 



v = l 



(*) Voir de plus E. Schering: Das Avschliessen etc., p. 4. 
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representant a Tintérieur du continuum P une fonction monogéne uni- 
forme, qui se comporte partout réguliérement et ne s'annule jamais et 
qui de plus est telle, que si nous la divisons par F[x)y le quotient peut, 
dans Tentourage de chaque point x = a^ appartenant a (?, étre égalé ii 

J'ai obtenu par conséquent le théoréme suivant: 

C. »Soit -F(a;) une fonction monogéne uniforme quelconque. Soit 
$ Tensemble de tous ses points réguliers qui ne sont pas des points-zéros, 
et |) celui de tous les points-zéros et des points singuliers. 

Soit de plus Q un ensemble infini de points isolés, contenu dans 
P + |) — |)' et tel, que Q est contenu dans |). On peut toujours former 
une expression analytique, representant a Tintérieur de $ une fonction 
monogéne uniforme, qui se comporte partout réguliérement et a une 
valeur diflférente de zéro et qui, de plus, dans Tentourage de chaque 
point de Qj colncide avec la fonction F[x) suivant un degré d^approxi- 
mation vouIu.d 

Si |) est un ensemble fini de points ai, a,, . . . , a^, les nombres entiers 
correspondants My , mj , . . . , m^ doivent nécessairement remplir la condition 

w?i + m^ + . . . + m^ == o. 

Si Q est aussi un ensemble fini de points qui embra?se |),le théo- 
réme en question n'aura Heu qu'a la condition que les nombres entiers 
Wj, Wj,... soient choisis de maniére que leur somme soit nuUe. Dans 
tout autre cas, le théoréme C subsiste sans aucune restriction par 
rapport au choix des nombres entiers n^^ méme si Q est un ensemble 
fini de points. Dans ce dernier cas pourtant, les constantes Q qui entrent 



00 oo 



dans les produits TlEAx) et TlEJx), doivent étre choisies sur la limite 

v=l v=l 

ou en dehors du continuum P. 

Les théorémes que j'ai démontrés dans ce paragraphe sont les mémes 
que ceux que j'ai annoncés a la fin de ma communication dans les 
Comptes Rendus etc. pour le 14 Aoiit 1882. 

(*) Voir page 41. 
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§ 3. 

Soit F{x) une fonction inoiiogene iiTiiforino quelconquo, -ST le conti- 
nimni formé par Tensemble des points regaliers cle cette fonction, et P Ten- 
semble de ses points singuHers. Si Tégalité P — P' = o n'a pas Heu et que 
par suite la fonction en question possede des points singuliers isolé-^, on 
obtiendra d'apres le théoréme J5' du § i ou d'aprés le théoréine 2?' du § 2, 
une expression representant une fonction telle, que la différencc entré elle 
et F[x) constitue une nouvelle fonction nionogéne uniforme, qui se comportc 
réguliereinent non seulement a Fintérieur de tjf mais de meine dans chaque 
point de P — P'. On pourrait proceder avec cette nouvelle fonction 
comme avec F[x) et ainsi de suite. On obtiendrait ainsi, apres chaque 
operation, une expression nouvelle, qui, additionnée a la somme de toutes 
les précédentes, représenterait une fonction telle que la diflférence entré 
elle et F{x) serait une nouvelle fonction dépourvuc d'un nombre de plus 
en plus grand des singularités apparteriant ä F{x). Mais ici Ton se 
demande si ce procédé est illiinitc ou a une limite détérmince et s'il 
nous conduit finaleinent a une fonction telle, que la diflférence entré elle 
et F{x) soit une nouvelle fonction, tellement plus simple que F(x)j 
qu'elle puisse étre considérce coinine une fonction d'une naturc essentielle- 
ment diflPérente et plus élémentaire? La ménie question se pose pour le 
procédé indiqué dans le théoréine C\ Ce n'est que tout récemment, et 
grace aux recherches remarquables de Cantor, quMl a éto possible de 
répondre a ces questions par raffirmative. 

Le procédé indiqué a réellement dans chaque cas une limite déter- 
minée; il aboutit toujours a une fonction jouant précisément le méme 
role que la constante additive ou multiplicative, a laquelle on est amené 
lorsqu on veut représenter une fonction rationnelle sous fornic d'une somme 
de fractions partielles ou sous forme d'un produit. 

Mais pour démontrer cette proposition, il faut rappeler certains re- 
sultats auxquels est arrivé Cantor. J« les signalerai ici de maniére qu'on 

Aeta mathematiea. i. Imprimé 20 Mai 1884. g 
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puisse suivre mon exposition, méme sans avoir ctudié les mémoires de 
Cantoh. 

Soit P un ensemble infini de points qiielconque, ne contenant chaque 
point particulier qu'iine seule fois, et comme auparavant, P' Tensemble 
de tous les points tels, que dans chaque entourage de chacun d'eux 
se trouvent une infinité de points appartenant a P. Cantou désigne(*) 
de méme par I^^^ Tensemble de tous les points tels, que dans Tentouragc 
de chacun de ces derniers il y a une infinité de points de P', et par 
p:v+i) l'ensemble de tous les points tels, que dans Tentourage de chacun 
d'eux se trouvent une infinité de points appartenant a P''^ 

Dans la serie P'^, P'^\ . . . , P '^ . . . chaque ensemble qui précéde 
contient tous les points des ensembles suivants. Il peut arriver qu'en procé- 
dant de gauche a droite dans cette serie, on arrive ä un ensemble P"^ ne 
contenant quun nombre fint de points. {^) Dans ce cas Tensemble P^""^^^ ne 
contient pas de points du tout, ce que Ton exprime par legalité P''+^^ = o. 
Il peut aussi arriver qu'en procédant dans la suite P^\ P^\ . . . , P*'\ . . . 
on n'arrive jamais a un ensemble P"^ tel que P"+^^ = o. Dans ce 
cas, il existe toujours un ensemble, commun a toute la serie 

p(l) 7X2) TXv) 

jL % JL j • * • % JL •••• 

et Cantor le désigne par P^"'^ (^) 

C) Cf. page 40. 

(') Commc excinple, on peut eitcr rcnscmblc des Dombrcs, qu'on obtient de Tex- 

pression 

I I I 

j h • • • + 



en faisant parcourir å chacune des quantités m^ , rn^^ . . , ^mn toute la serie des nombres 

entiers positifs. Lcnseuible considdré est un ensemble isol(S et, si on le désigne par P, P 
ne conticndra que le seul point zéro, 

C) Comme exemple dun ensemble de points P, pour lequel il nexiste pas de 

nombre entier positif 71, tol que P" = O, on peut citer Tensemblc de tous los nombres, 
que Ton obtient de Texpression 

III I 



Sur la representation analytique des fonctions monogcnes uniforiiics. 59 

Il (lésigne ensuite par P''"+'> renscmble de tous les points tels, quc 
dans rentourage de chacun d'eux se trouvent une infinité de points ap- 
partenant ä P"'^ et par P'«+*'+^> Tensemble de tous les points tels, que 
dans Tentourage de chacun d'eux se trouvent une infinité de points ap- 
partenant a pf"'+^>. Il peut arriver qu'en parcourant la serie 

JL j JL •••••JL •••• 

on arrive enfin a un ensemble p"'^"^ ne consistant qu'en un nonibre (ini 
de points de maniére que P«'+«+^> = o. Q 

Mais il se peut tout aussi bien que Ton ne parvicnne jamais a un 
ensemble p"'+«+^> = o. Dans ce dernier cas, on désigne par P^''"^ Fen- 
semble commun a tous les ensembles P^"'\ pc^^fo^ . _ ^ p(«+v)^ q 



en faisant parcourir k chacunc des quantitds n^ m^ , m, , . . . , mj, toutc la serie des 

Dorobres entiers positifs. Dans ce cas P"* ne contient quc le seul point zéro. Lensenible 
considérd P est un ensemble de points isolés. 

(*) Comme exemplc d'un ensemble de points P, pour Icquel P*" " contient un 
nombre fini de points, on peut citer celui quon obtient de Texpression 

II I I I 

. J h • • • H 1 h 



->/" 



I 



I L . . . 4. 



en y faisant parcourir k chacunc des quantités m^, w?„, . . . , m„, j>, q^^ !7«^ • • • 5 (Zr ^ute 

la serie des nombrcs entiers positifs. Lensemblc considéré est un ensemble isolé et Z^'"* 
ne contient que le seul point zdro. 

(*) Soit P Tensemble de tous les nombrcs, quo Ton obtient de Texprcssion 

III I I 

I I I 

J 1 1 1 

2*^+»*i + ffH+"- + "*n^P-^9i 2** + '"»'*""*«"^"" + '""'^^+^»'''^« 2*''*""'»"*"*"«'^"*"*'"*"'^''"*"*»"*"*«"^"*'*"^' 

en faisant parcourir k toutes les quantités n, m, , w,, ..., w», 2>, (7^, i/^, ..., qp toute 
la serie des nombrcs entiers positifs. Il n^existo pas dans ce cas de nombre entier v tel, 

que P*^ ^ = O. Lensemble considéré est un ensemble de points isolé et P "^ ne contient 
que le seul point zéro. 



00 G. MittagLcfflcr. 

En continuarxt de proccder ainsi, on arrive a un ensemble de poiiits 
jÅvioW)^ oii V et v' désignent des nombres entiers positifs. On désigne 
ensuitc par P^"''*^ Tensenible des points cominuns a tous les ensembles 
p(«,)^ F'"'\ . . . , P^^"'^ ... et lon obtient alors Vensemble p<-H/«>'+v") ^^^ 

v, '/, v" désignent des nombres entiers positifs. En poursuivant le méme 
procédé, on parvient a Tensemble de points 

puis a 

p(0, PC"™^'), . . . , (F"™""), P^-"") etc. C) 

Tous les symboles ö>, ö> + i? • • • > 2ö>, . . . , vö>, . . . , ö>^, ö>^ + !>•••> 

to 

v(o'' + 1^1 ft)'*"^ + • • • + ^n-i^ + ^/t? • • • > ^"^ . . . , w'" , . . . , a, . . . sont ap- 
pelés par Cantok des nombres de la seconde classe, Q tandis que les 
nombres entiers positifs i, 2,..., v,... constituent ceux de \ti premie re 
classe. II existe pour les nombres de la seconde classe, de méme que 
pour ceux de la prcmiere, un ordre détcrminé d'aprcs lequel ils sont 
rangés, de sorte que si Ton prend un nombre quelconque, il existe 
toujours un autre nombre, et un seul, qui suit immédiatement apres lui. 
Mais le contraire n'a cvidemment pas toujours lieu et Ton ne peut pas 
dire qu'a chaque nombre donné corresponde toujours un autre nombre, 
qui le précéde mmédiatemjent.{^) 

En parcourant la serie I^^\ P^^\ . . . , P"\ . . . oii a désigne un nombre 
quelconque de la prcmiere ou de la seconde classe il se peut qu^on par- 

vienne a un nombre a tel, que P^"* ne contienne qu'un nombre fini de 

points, et que par conséquent P^«+'^ = o. Dans ce cas Tensemble P"\ 
oii a est un des nombres qui précédent a, a la méme puissance que la 
serie des nombres i, 2, .. . , i;, . . . c'est-a-dire la premiére puissance. {^) 

C) Voir ce journal, T. 2, p. 359" 60. 
(*) Voir ce journal, T. 2, p. 385. 

C) Pour les nombres 2io^ 0;"*, etc, par exeniple, il n^cxistc pas do nombre qui les 
prdcöde immédiatement. 

(*) Voir cc journal, T. 2, p. 409, Thcorömc B. 
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La réciproque se présente également: si P est un ensemble de 
points de la premicre puissance, il existe toujours un nombre de la pre- 

miere ou de la seconde classe ä, tel que F^"^ ne contient qu'un nombre 
iini de points. Q 

Mais il peut aussi arriver qu'en proccdant dans la serie 

P(l) p(2) Ti:a) 

■Ä. j j. j » » » • J. ■•■• 

on n'arrive jamuis a un ensemble ne contenant qu'un nombre fini de 
points. Dans ce cas on peut énoncer le théoréme suivant, qui a été 
démontré par un de mes éleves, M. L Bkndixson Q, et qui embrasse comme 
cas special le théoréme prccité de Cantor: »Si P est un ensemble de 
points quelconque, il existe toujours un premier nombre f appartenant 
a la premiere ou a la seconde classe, pour lequel P^''^ = P"'"^^\ L'en- 
semble P — 2^'^ a la premiere puissance.» 

Considérons maintenant un contimmm^ dont la limite compléte est 
constituce par Tensemble de points S = S\ D'aprés im autre théoréme 
de Bendixson cité au page 45 il est toujours possible pour chaque 
nombre donné de la premiere ou de la seconde classe f de séparer 
d'une infinité de maniéres différentes de ce continuum un ensemble de 
points tel, que, ajouté a Tensemble S, il forme un ensemble de points 
P, contenant Tensemble P^^ et ayant la propricté P'^ = S; on aura par 
conséquent p^y^ = py-^^\ et on peut toujours choisir Tensemble P — P^'^ 
de fa^on que le nombre donné j^ soit le premier nombre de la premiere 
ou de la seconde classe, pour lequel cette égalité ait lieu. 



C) Voir ce journal, T. 2, p. 409, Théoréme C. A proprcmcnt parler, le tlnSoremc 
C de Cantor dnoncc seulemcnt qu il existe toujours un premier nombre ^, qui appartient 

h la premiere ou k la seconde classe et pour lequel P'^ = O. Mais en se servant des 
memes raisonnements que Bendixson (voir ce journal, T. 2, p. 419 — 421)1 on montro 

facilement que /' doit toujours avoir la forme ^ + I et que par conséquent P " ne 
contient qu un nombre fini de points. 

(*) Voir ce journal, T. 2, p. 426. Voir aussi å ce sujet Cantor, Ueher unend- 
liche lineare Fanktmannigfaltigkeilen, N°6. Mathcmatische Annalcn, Bd. 23, p. 
467—469. 
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Il est aisé inaintenant de démontrer que, apres avoir retranclié du 
continuum doinié rensemble de points P — P''\ le domaine qui reste 
est toujours un continuum jjf, composc d'une seule piéce et compléte- 
ment limitc par Tenseinble de points P. Cantor a démontré, en effet, 
que si Ton retranche du continuum donné un ensemble de points Pj 
quelconque, de la premiére puissance, il est toujours possible d'unir 
deux points appartenant a ce continuum mais non a Pj, par une lignc 
continue, dont tout le parcours appartient au continuum considéré et qui 
ne passé par aucun des points de Py{^) Mais si P a une signification 
tellc que dans le cas present et que Pi = P — P^'^\ chaque point de 
P[ appartient nécessairement a P, et par conscquent aussi a P, c'est-a-dire 
011 bien a P^ ou bien a P'\ Mais P''^ constituant la liinite du premier 
continuum considéré la limite inférieure de la distance d'un point de la 
ligne donnée ä un point de P est par conséquent une quantité positive, 
et les deux points extremes de la ligne sont toujours unis par un con- 
tinuum, appartenant au continuum considéré.- Et la proposition que j'ai 
énoncée se trouve démoiitrée par la. On voit de méme que si a est un 
nombre quelconque de la premiere ou de la seconde classe, qui précede 
;*, !if + P — ^^"^ <5^t un nouveau continuum composé d'une seule piéce et 
limité complctement par Tensemble de points P"^ 

Je me suis déja servi de ce théoréme, dans le cas le plus simple 
ou a = I. 

Ces considérations préliminaires une fois établies, il me sera facile 
de terminer mes recherches de la fa9on indiquée au commencement de 
ce paragraphe. 

Soit a. un continuum^ dont la limite compléte est formée par un en- 
semble de points que je désignerai par P, et qui est tel que Tégalité 
R — R = o nVit pas lieu; et soit j- le premier nombre de la pre- 
miere ou de la seconde classe, pour lequel R'''^ = R'^'^^\ Soient de plus 
rtj, flfo, . . . , a^, . . . . les différents points dont la totalité forme Tensemble 
B — BJ\ Désignons cncore par a.,^ les points a^ appartenant a Ten- 

semble P^"^ — P "+*^ ou a est un nombre qui précede j-. Le nombre 
a peut aussi étre egal a zéro, dans quel cas a^^ désigne les points diffé- 
rents qui composent Tensemble B — B^^\ Je remarquerai ici en passant 

O Voir ce journal, T. 2, p. 369. 
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que i?"^ — i?"+^^ ne peut évideininent étre composé d'un nombrc fini 
(le points que dans le cas ou jR''^^^ = R^\ Si R'^ = o, il existe tou- 

jonrs un noinbre ä tel que ^ == ä + i. Dans cc cas, i?^"^ — jR^''+^^ ne 
contient de méme qu'un nombre fini de points. A chaque point a^ , 

qui n'est ni zéro, ni infini et qui n'appartient pas a un ensemble fini 
de points R'^^ — R'^^^\ on peut toujours fiiire correspondre de la rna- 
niere suivante un autre point &^^, situé sur la limite ou en dehors 

du continuum i^ -{- B — 2f'''+'\ Désignons par [i^ la limite inférieure de 

\h — h^ |, lorsque h parcourt les uns apres les autres tous les points de 

Tensemble 7?"^'^ et choisissons h^ de maniere que: i° la limite supérieurc 

de y9^ {y = i, 2, . . .) soit une quantitc finie; et que 2" Tégalitc 

lim(|r/, — />,|— y9,) -- o 



V= QO 



ait lieu; c'est-a-dire qu\a chaque quantité positive donn(5e 8 corrcsponde 
un nombre entier positif n^ tel que 

\o. — K\ — ^<» 

des que v>^n. 

On peut toujours choisir les quantités h^ (v = i, 2,...) dans Ten- 
sernble R' de maniere que la condition soit sati^faite. Toutes les quan- 
tités [i^ sont en effet égales a zéro dans ce cas, et Ton n'a qu'a choisir 
entré les points de Fensemble J2', des points h^ tels, que h^ appnrtienne 

a Tensemble i?""*^^^ et que 

lim \a^ — /> J = o 



V = '» 



c'est-a-dire, qu'a chaque quantité positive S corrcsponde un nombre en- 
tier positif n tel que \a^ — &v | ^ ö, des que \^>^n. Cela aura lieu 
par exemple, si Ton choisit 6, de maniere que | a^ — h^ | soit egal a 

la limite inférieure des différentes valeurs que prend \a^ — &|, lorsque 

h désigne Tun apres Tautre les différents points de Vcnsemble jR''^^^ 
En effet, 8'il existe dans ce cas un nombre infini de points a^. pour 
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lesquels \a^ — &/|^ö, il existe aussi toujours un point &' tel, que 
dans chaque entourage de ce point, se trouvent des pointsör^. . Ce point 
appartient par conscquent a renseinblc R, mais peut aussi appartenir 
il R^\ R^\ . . . etc. Dans tous les oas on peut toujours trouver dans la 
serie R^\ W\ . . . , i?"^, . . . , I{'^^ le dernier ensemble R'^'\ qui contient 
le point //, et Ton peut toujours, par conséquent, fixer une quantitc po- 
sitive et suffisamment petite ö' < # de maniére que le nombre a cor- 
respondant a chacun des points en nombre infini a^' , situés a Tinte- 

rieur du domaine \x — V\<^ff, est un nombre qui précéde ol et que 
// appartienne par conséquent a Tenscmble i?**^^^; mais /v appartient 

aussi a Tenscmble R"^^^^ et | a^ — h^» | est un minimum, d'ou il résulte 
que I fly — /v I :S I ^''' — ^' I *^ ^5 mais cela est contraire a la supposition 

prcliminaire | a^ ^v' I ^ ^- Si Ton choisit par conséquent h^ do 

maniére que | a^ — h^^ | soit egal a la valeur minimum qu'obtient 
\(i^ — &|, lorsque h parcourt tout Tensemble 2?"^^^ on aura toujours 
lim|r/^ — h^\ = o, et il est possible par conscquent de fixer les quantités 

h^ (v = I, 2, . . .) de manierc qiie 

llm(|a, — &,| — y9,) = o. 

S'il se trouve des points, situés en dehors du continmim ff + 72 — i?''\ les 
quantités h^ (v = i, 2, . . .) peuvent étre fixées d'une infinité de maniéres 
différentes, de sorte que lim (| a, — &, | — y5,) = o, sans que Ton ait 

besoin pour cela d'cgaler a zéro tous les y9^ (y = i, 2,...). Si Ton a 
par exemple ^ = ä + i et si R'''^ est un cercle qui a le point x = o 
pour centre, on peut procéder de la maniére suivante. (*) On adjoint a 
chaque point a^^ oii a précéde ä, un point h^^ tel, que | a,,^ — b^ | soit 
egal au minimum de toutes les valeurs de \a^ — b\, lorsque b parcourt 

Tun apres lautre tous les points de Tensemble 2?"^^\ Si ® + 72 — 2?'^ 
contient le point ir = o, on prend enfin tous les points K- = co. Et 

si, d'un autre coté, C + 72 — 72^^^ ne contient pas x = o, mais au con- 
traire X = CO, on pose b^- = o. 

C) Cf. page 25. 
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Maintenant qu a chaque point a^ qui nest ni zéro ni infini et qui 

n'appartient pas ä un ensemble fini i?"^ — 72^"*+^^ il correspond un nouveau 
point b^ , situé en dehors ou sur la limite du continuum C + ii — 7?**+^^ 

et choisi de maniére que la limite supérieure de y^j, y^j, ...,/?,,.. . 
soit une quantité finie, et que lim(|a^ — h^\ — J9^) = o, on fixera une 

serie de quantités positives Si, Sj? • • • > ^y> • • • ^^nt la somme est finie, et 
une seconde serie de quantités positives s^^\ e^^\ . . . , s^"^, . . . telles que 
lim s^**^ = I. Fixons de plus une serie de nombres entiers Wi, Wj, . . . , w»,, . . . 

y™oo 

qui peuvent étre positifs ou négatifs ou nuls, et qui, du reste, peuvenk 
étre choisis arbitrairement, sauf que si JS^"^ — i?''^'^ est un ensemble 
fini de points, la somme de tous les nombres n correspondant aux dififé- 
rents points de cet ensemble, doit étre égale a zéro. Nous formerons 
ensuite une serie de fonctions 

telles, que %Å ) soit une fonction entiére, rationnelle ou transcen- 

dante, de , qui s'annule pour = o, et que ©J ) ne soit 

pas identiquement egal ä zéro, si n^<^o. 

A chaque point a^^ correspond par conséquent une fonction déter- 

minée {x — ö^vj ^^^^ ®v«( TZ — ) ^'^^^^ ^^^^ deux quantités détcrminées s^^ et 

s^*'«\ Par conséquent, d^aprés le théoréme S du § 2 les quantités s 
et s^""^ permettent de former avec les elements 

\ W ^a\x — al 



c 
'a 



une expression analytique i^^"^, pour chaque nombre a qui est egal a 
zéro ou bien appartient a la premiére ou a la seconde classe de nombres 
et précéde /*. Gette expression représente a Tintérieur du contimmm dont 
la limite compléte est constituée par Tensemble R"^ — 7?*+'^ et par la 
premiére dérivée (selon la notation de Cantor) de cet ensemble, une 

Åcta mathematica, 4. Imprimé 29 Mal 1884. 9 



66 G. Mittag-Leffler. 

fonction monogéne unifonne, qui se comporte réguliérement partout a 
rintérieur de ce continuum et dans Tentourage de chaque point a; = a^ 

peut étre mise sous la forme 

Les expressions i^i"^ que Ton obtient de cette mianiére peuvent tou- 
jours étre raiigées en série simple F^'" {/i = 1,2,...), oii le nouvel indice 
/£, ajouté ä Texpression Fi''\ indique la place qu'elle oceupe dans cette 
série. 

On peut maintenant dérnontrer le théoréme suivant: 



QO 



A» ))L'expression 5!^F^"'* représente ä rintérieur du continuum Ä 

une fonction monogéne, uniforme et réguliére, qui dans rentourage de 
chaque point x = a^^ peut étre égalée a 

Si a' est un nombre de la premiére ou de la seconde classe, qui 

CO 

précéde /*, et que Ton sépare de la série ^F^'^*- tous les termes, dont le 

premier indice correspond a un nombre a précédant a', la série qui 
reste représente a Tintérieur du continuum (I + Ä — i?"^ une fonction 
monogéne, uniforme et réguliére, laquelle dans le voisinage immédiat de 
chaque point x ^== a^ . peut étre égalée a 






)) 



Soit en effet x^ un point ä Tintérieur du continuum d + JB — B' 
et p une quantité positive suffisamment petite pour que le domaine 
\x — oro\<p ne contienne aucun point appartenant a Tensemble By excepté 
tout au plus le point x^ lui-méme. Si Ton désigne maintenant par å une 
quantité positive quelconque, il est toujours possible, en vertu des con- 
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sidérations développces uu § i (^), de fixer un noiiibre n assez grand 
pour que 

eo 

Ts.,<å 

^ 

et 



oo 



ll\Fl''\ <d 



}L =/i 



des quc \x — -t^ol^/^? en ménie tenips que v'>^m, et ji' >^n. 

On a, par conséquent, des que \x — »^o|^/^j si Xq appartient a d 



Vj 



2:Fr'=:|l(x-.r.) 
et si Xq colncide avec un point a^^ appartenant a Tensenible R — B! 

On peut déduire de la ménie manicre les propriétés de la serie qui 



eo 



reste, apres avoir retranclié de ^F^'^ tous les ternies dans lesquels a 

précéde a'. 

Le tliéoreme A. nous permet inaintenant de généraliser les théo- 
rénies Ä' du § i et du § 2 de la maniére indiquée au eomniencement 
de ce paragraphe-ci. Désignons coinnie auparavant par F{x) une fonc- 
tion monogéne uniforme, dont Tensemble des points réguliers constitue 
un continuum •!(, que limite complétement Tensenible de points P, com- 
posé par la totalité des points singuliers de cette fonction. Indiquons 
de plus par /* le premier nonibre de la premiére ou de la seconde classe, 
pour lequel P^^ = P'^^^K J'appellerai R un ensemble de points que je 
retrancherai du continuum 3f + ^ et qui a les propriétés suivantes: il 
contient les deux ensembles R et P et Ton a de plus R^'''^ = P^\ On 
voit iramédiatement que si a est un nombre queleonque de la premiére 
ou de la seconde classe qui précéde /*, Tensemble i?"^ embrasse Tensemble 
P^^^K II en découle que j' est le premier nombre de la premiére ou de 

(•) Pag. 14 et 27. 
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la seconde classe, pour lequel i?'^ = JB^''^^\ Je désigncrai de iiiéme 
quau théorcme A, par C le contmuum dorit la limite complcte est 
constituée par B. Uensemble de poiiits R — 2?'^ a la premiére puis- 
sance; on peut par conséquent, de la méme manicre qu'au théorérae A., 
designer par ai, a^, . . . , a^j ... tous les points qui le composent. A 
ehacun de ees points a^ (i^ = i , 2, . . .), qui n'est ni zéro ni infini, et qui 
n'appartient pas ä un ensemble fini de points i?"*^ — 2?"^^\ on peut faire 
correspondre, avec la niéine signification qu'au tliéoréme A, un nouveau 
point 6^, de niéuie qu*une quantité positive e^"^ et une autre quantité 
positive s^. 

On peut de plus adjoindre k cliaque point a^ (y = i, 2,...) un 
nonibre entier positif ou nul w^, qui est souinis aux deux conditions 
suivantes: i** si a,, appartient a Tensemble R — R sans appartcnir pour 
cela a jP, le nonibre correspondant n^ est toujours positif; et 2° si 
jfjca+i) _. jfir) __ o, chaque noinbre n^ qui correspond ä un point de Ten- 
semble fini R''^ — jR<"+^> est egal a zéro. Sous tous les autres rapports, 
les nombres r?^ peuvent étre choisis arbitrairement. 

La fonction donnce F{x)j dans Tentourage immédiat de cliaque point 
a,^, appartenant a lensemble R — JB', peut toujours étre mise sous la fonne 

F{X) --^ {X - «J''..a,(-J_.j + [x - «J".||(^ - «J; 

a chaque point a,,^ correspond, par conséquent, une fonction parfaitenient 

déterminée (5^, ( ). On peut donc (voir page 43) former a Taide des 

quantités h^^j s^^ et ^^''•^ une expression F^^\ qui représente ä Tintérieur du 
continuum C une fonction monogéne, uniforme et réguliére pouvant tou- 
jours étre égalée, dans le voisinage immédiat de chaque point a^^, ä 

{x - a.J-^.^^.C^^j + {x - «,.)">.}l {x - « J. 

La diiférence 

F{x) — ^T 

représente a Tintérieur du continuum C + -R — ^' ^ne fonction monogéne. 
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uniforme et réguliére, qui dans le voisinage immédiat de chaquc point 
X = a^^ peut toujours étre mise sous la forme {x — ö^O"''»P(iz; — aj. 
De son cöté, cette derniére fonction peut toujours dans Tentourage de 
chaque point a^^ appartenant a rcnseinblc 2?^^ — R^^ étre égalée ä 

(x - fl,.)"'. ®, (^^) +{x- «,.)"'. |I (a; - fl J. 

On peut a Taide des quantités h^^ et des nouibres s^^j s^'''\ former 

avcc les elements C5y,( ) et les nombres correspondants n^^ unc ex- 

pression analytique F^J\ laquelle représente a Tintérieur de C + -R — ^*^ 
une fonction monogéne, uniforme et réguliére, pouvant étre égalée, dans 
le voisinage immédiat de chaque point x = a^^j k 

La différence F{x) — F^f^ — F^^^ représente ä Tintérieur du conti- 
nuiim d + jR — R^^ une fonction monogéne, uniforme et réguliére qui 
dans le voisinage de chaque point x = a^^ peut étre mise sous la forme 
{x — a^y''x^{x — aj et, dans le voisinage de chaque point o; = a^^ appar- 
tenant a Tensemble Ä'^^ — 2?^^ , peut étre égalée ä 

{x — aj-^^a, (;^-) +{x — c^y-^-^W - aj. 
En continuant le mémc procédé, on forme successivement les nouvelles 

00 

expressions F^^\ Ff\ . . . , F^^\ . . . dont la somme 2^ F^/^ représente a 

rintérieur de Cl une fonction monogéne, uniforme et réguliére, grace a 
la maniére dont chacune des expressions F]^^ a été formée par 1'intermé- 
diaire des nombres e,, et e^V et des quantités h^ . Cette somme a de 

plus les propriétés sui vantes. 
Si Ton pose 

z ty = z ty + T. Fi'> 
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Ics expressions 

Fix) — Z F'r 
et 



00 



représentent toutes les deux, a rintérieur de d + JR — Bi'^'^^^ des fonctions 
monogénes, uiiiformes et réguliéres, dont la premiere peut toujours étre 
égalée a 

dans le voisinage iininédiat de chaque poiiit a; = a», .. 
La difference 

représente aussi a rintérieur du continuuni C + JR — ^"'^ unc foiietion 
iiioiiogéne, uniforme et réguliére. On a par conséquent dans le voisinage 
imniédiat de chaque point x = a,, , appartenant a Tensenible de points 

En se servant des quantités b^ , s^ et £^*'«'\ on peut toujours former upe 

expression F^'"\ representant a Tintérieur de Cl + P — P^"*^ une fonction 
monogéne, uniforme et réguliére, qui, dans le voisinage immédiat de chaque 
point re = a^ , peut étre égalée a 



{X - aj'^($jj^) -[-{X- aS-^{x - aj. 

On peut continuer ce méme procédé et former les expressions 
F^f\ Pi"'^^\ • • • > Pi''^ . . . ou a désignc successivement Tun apres Tautre 
tous les nombres entiers de la premiere ou de la seconde classe qui 
précédent /*. Si Ton range ensuite les expressions 

X y ^ X ^ • * • j -'■ X >••• 
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en serie simple, et que Ton marque la place qu'occupe chacune de ces 
expressions dans cette serie par un nouvel indice supérieur, la soinme 



00 






aura les propriétés sui vantes: 

I** Elle représente a Tintérieur du coniinuum d une fonction mo- 
nogéne, uniforme et réguliére, de x. 

2® Si Ton pose 



QD 



Z f;-'* =Zf;"'* +Z f;-'* 

/*=1 (1) (2) 



a' 



ou a' est un nombre qui précéde j' et ou Z désigne la somme de tous 

00 a* 

les termes de ZF^''% dont le premier indice précéde a', tandis que Z 

désigne la somme de tous les termes, dont le premier indice ne précéde 
pas a', les expressions 



F(rr)— ZF;*'^ 



et 



a' 

Zf^"'^ 

(2) 



représentent des fonctions, qui toutes les deux sont monogénes, uniformes 
et réguliéres a Tintérieur du continuum d + ^ — Ä" ^ Si a' est un 
nombre tel, qu*il existe un autre nombre qui le précéde immédiatement, 
ou, en d^autres termes, a' = ä' + i> 1^ premiére de ces deux fonctions, 
dans Tentourage immédiat de chaque point x = a^-, , peut toujours étre 

mise sous la forme 
3® La diflFérence 



CO 



f(x)—Tf;''' 

représente ä Tintérieur du continuum d + jB — R^ une fonction monogéne, 
uniforme et réguliére. S'il existe pour le nombre j' un autre nombre, 
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qui le précéde immédifitement, cest-a-dire si ^ = ä + i, la fonction con- 
sidérée peut, dans le voisinage immédiat de chaque point x = a^-^ étre 
égalée a 

Si P^ = o, la différence 



oo 



représente une fonction qui est monogéne, uniforme et réguliére dans 
tout le domaine de la variable x. Mais une telle fonction est nécessaire- 
ment constante, et on a par conséquent dans ce cas 



00 



Fix) = r f;-" + c. 

Le resultat que nous venons d'obtenir peut se forrauler dans le 
théoréme suivant: 

Å!. 5)Soit F{x) une fonction monogéne uniforme de la variable .r. 
Désignons par H le continuum composé par 1'ensemble de tous les points 
réguliers de cette fonction, par P Tensemble de ses points singuliers et 
par j* le premier nombre de la premiére ou de la seconde classe, pour 
lequel P^> = P^'^'\ 

Soit de plus E un ensemble de points appartenant au continuum 
yi + Py qui renferme les deux ensembles R et P et pour lequel JB^'^ = P^^\ 
mais qui, pour tout le reste, peut étre choisi arbitrairement. 

11 est toujours possible de former une expression analytique, re- 
presentant une fonction monogéne uniforme qui se comporte réguliérement 
partout a Tintérieur du continuum IX et qui, dans le voisinage immédiat de 
chaque point appartenant a Tensemble R — JR^^\ colncide avec F{x) ä 
un degré de precision voulu(^) et qui, de plus, est telle, que la différence 
entré elle et F{x) représente, a Tintérieur du continuum ^ + P — P^^^ 
complétement limité par Vensemble de points P^^\ une nou velie fonction 
monogéne et uniforme. i> 

Les théorémes A. et Af que je viens d'établir constituent la généra- 
lisation des théorémes S et S' du § 2, que j'ai annoncée au commen- 

(^) Ce que je veux dire par \h est suffisammeDt éelairci par rexposition qui précédc. 
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cement de ce paragraphe. Le cas oii y est un nombre de la premiére 
classe, P^^^ = o et tous les nornbres n^ sont nuls, a été démontré par moi 
dans le Bulletin (Öfversigt) des travaux de TAcadémie des seiences de 
Suéde (8 Février 1882), ainsi que dans les Comptes rendus des 
séances de rAcadémie des seiences a Paris, 3, 24, 17 Avril 1882. (*) 

Voyons maintenant comment on peut, d'une maniere exactement 
semblablo, établir deux nouveaux thcoremcs généralisant les thcorcines 
C et C du § 2. 

Nous désignerons toujours par C un continimm limité complete- 
ment par Tensemble de points i?, 011 nous supposons que j' est le 
premier nombre de la premiére ou de la seconde classe pour lequel 
R^^^ = R'^'^^\ Soient de plus a^, a^, , , , ^ a^, . . . les diflférents points, dont 
la totalité compose Tensemble R — R^''K On peut maintenant, avec la 
méme signification que précédemment, adjoindre aux points aj, a^y ..., a^, ... 
de nouveaux points ft,, h^j ..., &^, ... et deux series de quantités positives 
£1, S2J *•- , s^f .., et s^^\ s^^\ '. . . , s^''^ .... On doit de plus annexer a 
chaque point a,, (v= i, 2,...) deux nornbres entiers 7n^ et n^, positifs, 
négatifs ou nuls et choisis arbitrairement, avec cette seule restriction 
que si i?^"^ — i?"^^^ est un ensemble fini de points, la somme de tous 
les nombres m„ correspondant aux différents points do cet ensemble, 
doit étre égalo a zéro, et celle de tous les nombres v^ correspon- 
dant a ces memes points est aussi égale a zcro. Adjoignons enfin a 
chaque point a^ une fonction entiére, rationnelle ou transcendante de 

, C5J ), qui sannule pour = o, mais qui n'est pas 

identiquement égale a zéro si n^ < o. ' 

A chaque point a^ , appartcnant a Tensemble 5^"^ — i2^"+^^ correspond 
alors(^) une expression déterminée 

de méme que deux quantités déterminées s^^ et é""^^ . On peut donc 
toujours, d^aprés le théoréme O du § <2, former une expression analytique 

(*) Il faut obscrver que Tordre de ces artides dans les Comptes rendus etc. 
a été interverti. 

C) Voir p. 49 et 50. 

Acta mathematica. 4. Imprimé 29 Mai 1884. 10 
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f^""^ qui représente, a rintérieur du contimium limitc complétemcnt par 
^(«> — ^(«+') et par la prerniére dérivée de cet ensemble, une fonction 
monogéne, uniforme et réguliére, ne 8'annulant nullc part a Tintérieur de 
ce continuum et pouvant dans le voisinage de chaque point x= a^ étre 
égalée a 

(.r - a,J ""C 



Les expressions /'J"^ que Ton obtient ainsi peuvent toujours étre 
rangées en serie simple f^'^' (j^ = i> 2,...). 

Si Ton forme maintenant le produit II Z^"*"'*, le théoréme suivant, 

contenant une géncralisation du théoréme C du § 2, a lieu par rapport 
a ce produit. 

00 

S. »Le produit TLf^'^' représente a Tintérieur du continuum C une 

fonction monogéne, uniforme et réguliére, qui ne sannule pour aucun 
point de ce cmtinuum et qui, dans le voisinage immédiat de chaque point 
X r= a^j peut étre égalée ä 

Si a' est un nombre entier de la premiére ou de la seconde classe 

00 

qui précéde /*, et que Ton sépare du produit H/^"'* tous les facteurs dont 

le premier indicc correspond a un nombre précédant a', le produit 
qui reste représente ä Tintérieur du continuum C + ^ — ^^"^ une fonc- 
tion monogéne, uniforme et réguliére, laquelle ne s'annule pour aucun 
point de ce continuum et, dans le voisinage immédiat de chaque point 
^ = »v . , peut toujours étre égalée a 



La demonstration de ce théoréme découle immédiatement du raison- 
nement dont nous nous sommes servis pour établir le théoréme A de 
ce paragraphe et le théoréme C du paragraphe précédent. 
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Ori obticnt de meme facilement uii iiouveau theorome, qui coiitieiit 
la géiiéralisatioii aimoncée du théorenie C' du § 2. Nous déslgnerons 
toujours par F{;x) une fonction inonogcne et uniformc dont rensemble 
des points réguliers coiistitue le contimium 3f et dont les points singuliers 
förment Tensemble P. De uiéine qu'au § 2, nous désignerons par ^ 
Tenseinble de tous Ics points réguliers qui ne sont pas des points- 
zéros de cette fonetion, et par |) Tenseuible des points-zéros et des 
points singuliers; nous désignerons par o le premier nombre de la 
premiére ou de la seconde classe pour lequel P^''^ = |)^'''+^\ Séparons 
maintenant du contimium |J + |) un ensemble de points R qui contient 
K et embrasse |) et pour lequel JR^''^ = |)^'^\ Soit d le continuum, 
dont la limite eoniplete est constituée par jR, et soient a^, a.2y . . . , a^^ . . . 
les points différents dont la totalitc forme Tensemble R — R^"\ Adjoig- 
nons a chaque point a., (y = i, 2, . , .) un nombre entier positif ou 
nul /^^,, qui sera positif ehaque fois que a^ appartiendra ä Tensemble 
R — R\ sans faire pour cela partie de Tensemble |), et qui sera nul des 
que jB^«+'> = R^'^^ = o et a, appartiendra a Tensemble fini i?^"^ — R^^^^^K 

Dans le voisinage immédiat de chaque point x = a^,^, appartenant a 
Tensemble R — 72', la fonction donnée peut toujours etre mise sous la 
forme 

et le nombre m^^ est entiérement déterminé par cette égalité; quant a Tex- 
pression (x — ^O""'®"©! )> ^^^^ ^^' déterminée a une constante additive 

prés, égale a un multiple entier de 27rL D'apres le théorfeme (7 du § 2, 
on peut toujours former une expression ff\ representant a Tintérieur du 
continuum d une fonction monogéne, uniforme et réguliére, qui n*a pas 
de points-zéros a Tintérieur de ce continuum et qui, dans Tentourage de 
chaque point x = a.,^, peut etre égalée a 

(x — aj'%e 

Le quotient 

F{x) 

f 



(0) 

X 
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rcprésente k rintérieur du contimmm (f + ^^ — R' uiie fonction monogciie, 
uniforinc et réguliore, qui n'a pas de poiuts-zéros dans ce rontinuum et 
qui, dans rentourage de chaque point x = a^^, peut étre égalée a 

Dans le voisinage inniiédiat d'un point x -= a^^ cette fonction a aussi 
la fornie 

Fornions niaintenant une expression analytique /2*\' representant a 
rintérieur de (J + JR — R' une fonction nionogéne, unifornie et réguliére, 
qui ne s'annule jamais a Tintérieur de ce continuum et qui, dans le 
voisinage de chaque point x = a^^, peut ctre mise sous la forme 

F{x) 
Le quotient .o)^(i) reprcsente alors a Tintérieur de ff + 22 — iJ^^^ une 

fx Jx 

fonction monogéne, unifornie et r<5guliére, qui n'a pas de points-zéros a 
rintérieur de ce continuum et qui, dans le voisinage de chaque point 

ic = a,^, peut etre egalee a e * ' • 

En continuant toujours le méme procédé, on obtient une serie d'ex- 
pressions 

/•(O) /•(!) /•(«) 

I X ^ I X ) • • • > /x > • • • 

qui peuvent toujours ctre rangées en serie simple f^'^ (a* = i? 2,...). 

Le produit Yif^'^' jouit, d'apres ce qui vient d'etre établi, des pro- 

priétés sui vantes: 

i" Il représente a Tintérieur de d une fon(;tion monogcne, uniforme 
et réguliére qui n'a pas de points-zéros (i Tintérieur de ce continuum. 

2"* Si Ton. pose 

oc a a 

ET/;'"" =11/'; ". !!/;«" 
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a 



ou a' précéde d et ou II désigne le produit de tous les facteurs de 

11/^"'''* dont le premier indice précéde a', tandis que H représente le 

produit des facteurs, dans lesquels le premier indice ne précéde pas a', 
les expressions 

et 

n /;'•■" 

(2) 

représenteront des fonctions qui, a Tintérieur du continuum (t + ii — i2^*^ 
sont toutes les deux monogénes, uniformes et réguliéres et ont partout 
une valeur difterente de zéro. Si a' == ä' + i, la premiére de ces deux 
fonctions peut aussi, dans Tentourage de chaque point x = a^-., étre égalée 



*'v~' 



3° Le quotient 

F{x) 



QO 



représente a Tintérieur du continuum 

une fonction monogéne, uniforme et réguliére, qui n'a pas de points-zéros a Tin- 

téricur de ce cantimium et qui peut ctre mise sous la forme 6 " "* 

dans Tentourage de chaque point x = a^-, en supposant J = ä + i. 

Si |)^"^ = o, le quotient -^ sera, par conséquent, egal a une 

constant^. 

Jc peux donc formuler le théoréme suivant: 

B'. ))Soit F{x) une fonction monogéne uniforme de la variable x. 
Soit |5 Tensemble de tous ses points réguliers, qui ne sont pas en méme 
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tcinps des point^-zéros, et |) reuseuible de tous ses poiiits singulicrs et 
de tous ses poiiits-zéros. Soit enfin ö le premier nombrc de la premiére 
ou de la seconde elasse, pour Icquel |)^"^ = |)^''+^\ 

Je dcsigne par R un ensemble de points, qui appartient au cantinuum 
|5 + 5Pj embrassaiit R' et |) et pour lequel R^^^ = 1^^"\ mais qui, quaiit 
au reste, peut étre ehoisi tout a fait arbitrairement. 

Il est toujours possible de former une expression analytique, repre- 
sentant une fonetion nionogénc uniforme, laquelle a Tintérieur du canti- 
nuum 5 se comporte partout régulierement et a une valeur différente de 
zéro; dans le voisinage iinmédiat de ehaque point de Tensemble JR — R^"\ 
cette fonetion peut coKneider avee F[x) au degré dVxactitude voulu 
et clle est de plus telle, que le quotient qui résulte de sa division par 
F{x) est une nouvelle fonetion, qui est monogcne, uniforme et régulicre 
a Tintérieur du continuum 5 + |) — |V''^ dont la limite compléte est con- 
stituée par Tensemble |)^''^, et qui ne s^annule jamais ä Tintcrieur de 
ce continuHYiij) 

En vertu des deux thcoremes A! et Ii\ on peut toujours représenter 
ehaque fonetion monogéne uniforme sous deux formes essentiellement 
diffcrentes. 

D^aprés le tlieoréme A' on a, a Tintérieur du continuum 5f + P — P^^^j 

F{x) = t\ + C{x) 

et il est toujours possible de former Texpression V^ de fa^on que C[x) 
soit une fonetion monogéne uniforme, se com portant régulierement partout 
a Tintérieur de ce continuum. 

D'aprés le théoréine Ii' on a, a Tintérieur du cow^mww/H |5 + 1) — |V'^^ 

F{x) = t.c{x) 

et on peut toujours former Texpression f^ de sorte que c{x) soit une 
fonetion monogéne uniforme, qui, a Tintérieur du continuum en question, 
se comporte partout régulierement et conserve toAjours une valeur diffé- 
rente de zéro. 

Les deux fonctions C{x) et c{x) deviennent des constantes indépen- 
dantes de x dans le cas ou P^'^^ = o. Mais si cette égalité n'a pas lieu, 
et que P^^^ = P^^+^> soit Tensemble de tous les points singuliers de C{x) et 
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que |)'''^ = |)'"'+^^ soit lensemble de tous les points singuliers de c{x)j on 
obtient un groupe déterminc de fonctions, caractcrisé par cette propriété 
meine. 

Dans une autre oceasion, je ferai ressortir les propriétos remarquables 
qiii appartiennent a toutes les fonctions de ce groupe, et qui sont liées 
étroitement aux recherches exposées dans ce mémoire. 

Avant de terminer, je ferai reinarquer que les théorémes A Qt Ii 
de ce paragraphc peuvent immédiatement étre géneralisés de la nieme 
maniére que le théoréme -4 du § i. En d'autres termes, on peut choisir 
Tensemble de points P avec la seule restriction que Tégalité P — P' = o 
n'ait pas lieu. La condition que P forme la limite compléte d*un cofi- 
tlnuum 5f composé d'une seule picce, n'est point obligatoire, et, en la 
négligeant, on ne change pas essentiellement les théorémes obtenus. 
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Dans son celebre mémoire: Zur Theorie der eindmtigen analytischen 
Fiinctionen, Weierstrass a démontré le théoréme suivant: 

A.. DSoit fix) une fonction monogcne uniforme de la variable Xy 
possédant les n points singulicrs essen tiels c,, ..., c„. 

Il est toujours possible de représenter cette fonction sons la forme 
sui vante: 

On construit une fonction rationnelle du degrc n de la variable 
Xy y = <p{x)j possédant les poles Ci,...,c„. On forme ensuite, ce qui 
est toujours possible, n fonctions monogcnes et uniformes de la variable 
y, Fo(y), Fiijf), ..., Fn^i{y), n'ayant pas d'autre point singulier essentiel 
que Y/ = CO, constituant en outre des fonctions entiéres rationnelles ou 
transcendantes quand f{x) ne posséde pas de pöles, et étant enfin telles, 
que Ton a partout Tégalité 



n— 1 



/•w=2^-(*'C-b)' 



v = 



OU la constante c désigne T une des n valeurs c, , . . . , 6*„.5) 

Si c = CO , on entend, comme toujours chez Weierstrass, par x — oo 

Texpression -• 
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Ce théoréme ne parait pas avoir été jusqu'ici Tobjet de Tattention 
qu'il mérite ä tous égards. La raison en est peut-étre qu'il figure chez 
Weierstrass principalement comme théoréme auxiliaire, servant ä dé- 
montrer le théoréme suivant: 

B. })Soit f{x) une fonction monogéne uniforme de la variable rr, 
ayant pour points singuliers Cj, . . . , c„. Cette fonction peut toujours étre 
représentée sous la forme 

on C désigne uné constante indépendante de rr, et oii GA ) est nne 

fonction entiére rationnelle ou transcendante de , s'évanouissant, 

lorsque = o.d 

^ X Cy 

On voit sans peine que le théoréme B découle immédiatement du 
théoréme qui suit, connu sous le nom du théoréme de Laurent. 

»Soit, pour 72' < I rr I < JR", ou Ton entend par R et B" des quantités 
positives données, f{x) une fonction monogéne, uniforme et réguliére de 

la variable x. Il est toujours possible de constituer une série 51 A„x''y 

dont les coefficients sont indépendants de a::, et qui est telle, en outre, 
que Tégalité 



. = QO 



a lieu partout pour iJ' < | a:; | < 72".» 

Le théoréme de Laurent se laisse facilement dériver de la théorie 
des intégrales définies, et il n'est alors qu^un simple coroUaire d'un théo- 
réme de Cauchy. 

Démontré de cette fa9on, le théoréme de Laurent ne re9oit cepen- 
dant pas, dans la théorie des fonctions, la place élémentaire qui semble 
devoir lui appartenir. 

Il parait que par cette raison et afin de ne pas abandonner Tordre 
d'idées auxquelles appartiennent les recherches consignées dans le mémoire: 

Åeta mathematiea, 4. Imprimé 26 Ifai 1884. \\ 
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Ztir Tlieorie der eindeuligen anahjtischen Fundionen, Weierstrass a déduit 
le théoréme B du théoréme Ay au lieu de passer par le théoréme de 
Laurent. Q Si, comme je Tai fait dans divers mémoires, on poursuit 
la voie ouverte par Weierstrass, on constate cependant bient6t qu'il est 
impossible de se passer du théoréme de Laurent. Il n'e8t toutefois pas 
nécessaire d'abandonner pour le reste les considérations élémentaires dont 
se sert Weierstrass. 

Il y a donc une importance reelle ä démontrer le théoréme de 
Laurent sans recourir au calcul integral, et sans abandonner les ele- 
ments de la théorie des fonctions. 

On peut obtenir cette demonstration en présentant le théoréme A. 
sous une autre forme que chez Weierstrass. Si lon examine de 
plus prés la méthode dont le grand géométre se sert pour déduire le 
théoréme -4, on voit sans peine qail a démontré en méme temps le 
théoréme suivant, qu il n'énonce toutefois pas sous une forme explicité. 

C if)Soit dans un continuum »IC, composé d'une seule piéce, f{x) 
une fonction monogéne uniforme, qui ne posséde en '2C aucun point 
singulier essentiel. Soit ensuite y = ^{x) une fonction rationnelle du 
degré n de la variable rr, qui se comporte d'une fa9on réguliére en 
dedans de ^. Les valeurs de y obtennes de legalité y = ^{x)f quand 
X signifie successivement la totalité des points du continuum ^C, consti- 
tuent, réunies, dans le domaine de la variable y, un continuum 3 se com- 
posant d^une seule piéce. Supposons que 5f et jS correspondent entré 
eux de fa9on que toutes les vateurs de x satisfaisant ä Tégalité y = ^(x) 
pour une valeur donnée de y située en dedans de 3, soient elles-mémes 
situées en dedans de 2C. 

Désignons par c un point quelconque, situé sur la limite de ^f ou 
en dehors de ^. Il est toujours possible de construire n fonctions 
t\{y), F^{y)j ..., F„_i(//), qui constituent en 35 des fonctions monogénes 
uniformes de la variable ?/, ne possédant pas de point singulier essentiel, 

n-l j 

et pouvant étre choisies de fa^on que Tégalité f{x) ='^F^{y)'' ^ 

pour y = ^{pr), a lieu partout en dedans de »^ et de 3. Si la fonction 



(*) Voir la note, page 47 du dit travail. 
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f\x) n'a pas de pöles dans le domaine 31', il en est de inéme, dans le 
domaine sS, de chacune des fonctions J^\{ij\ l\{jf\ ..., F„_i(j/).y> 

De ce théorénie, celui de Laurent peut étre déduit de la maniére 
suivante. 

Posons 



1 



[©■+ m 



ou B signifiera une quantité positive donnée, et n un nombre entier 
positif donné. 
L'équation 



I 

2 



ilV+(7)"]-^ = ^'(^)-^ = ° 



eongidcrée par rapport a Xy n'a de racines égales que dans le cas oii 

^'(^x) = o. Or, ce cas se présente toujours et exclusiveuient, lorsque 

ij^j = + I, et, par conséquent, lorsque y = ± i. Quand y = + i les 

différentes racines de Téquation ^(x) — y = o, se déduisent de Texprcssion 



2*r« 



iJ.e" , en donnant a k les valeurs successives o, i, 2, . . . , w — i. 
Chacune de ces racines est une racine double. Quand y = — i, Tex- 

pression B.e " (ä; = o, i, 2, . . ., n — i) représente les racines diffé- 
rentes de réquation ^{x) — y = o, et chacune de ces racines est aussi 
une racine double. 

Donnons maintenant a y une valeur finie y', qui nest égale ni a + i> 
ni a — I. Si ^' est une valeur correspondante de x, telle que if{x*) — y' — öy 
Tégalité jr {x) — //' = o a lieu pour 







2*ir< 




X 





e" . 


X', 


X 




2t.Ti 

C" . 


x' ■ 



(/t = 0,l, 2,.. .,«-!) 

" - -- f 

et en outre pour 

'IkTZi T) 2 

(*=0,l,2,...,n-l) 

Ces deux expressions donnent par conséquent les 2« racines de Tégalité 
(p{x)—y' = o. 
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En faisant donc parcourir a x toutes les valeurs reinplissaiit la 



conditioii 



X 

R 



= I, ou étant situées sur la circonférence d'uii cercle dans 

le plan de x ayant rorigine pour centre et R pour rayon, on verra y 
parcourir simultanément toutes les valeurs reelles a partir de + i jusqu'a 
— I. Toutes les valeurs de x qui répondent a une valeur reelle de y 

telle que — i <^ 2/ ^ + i appartiennent aussi ä la circonférence 



X 

B 



I. 



De méme, si Ton fait parcourir ä x toutes les valeurs qui remplissent 



la condition 



X 

R 



= i -\' dy oix d est une quantité positive donnée, et qui 

constituent par suite les points différents d'une circonférence dans le plan 
de Xy dont le centre est a Torigine et dont le rayon est 22(i + <?); 
y parcourra simultanément dans le plan de y tous les points d'une courbe 
fermée, symétrique par rapport tant a Taxe des ordonnées qu'ä Taxe des 
abscisses et limitant une surface simplement connexe, laquelle renferme 
y = + I • I^ä* méme courbe est aussi décrite par y quand x parcourt 

■Q 

toutes les valeurs remplissant la condition — = i -f. (?, et constituant 

par suite, dans le plan de x, les différents points d'une circonférence 

dont le centre est a Torigine et dont le rayon est — — ^. D'un autre 

cöté, a chaque point y appartenant a la courbe mentionnée du plan de y 
correspondent n points différents Xy situés sur la circonférence ayant 
i? (i + å) pour rayon, et n autres points également différents les uns 

des autres, situés sur la circonférence ayant ^ pour rayon. On voit 

aussi que la plus grande distance de Torigine a un point de la courbe 
indiquée dans le plan de y est 

ir(i + SY + ! 1 

et que la plus petite distance est -j (i + ^)" ^\' 

Il suit de ce qui précéde que, a Tanneau circulaire dans le plan de x 

situé entré les deux circonférences |a:| = i2(i + p) et |a;|= , si lon 

entend par p une quantité positive donnée, correspond, dans le plan de 



US 
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//, une surface simplement connexc, symétrique par rapport tant a Taxc 
des ordonnées quä Taxe des abscisses, surface enfennant le pointy=+ '> 
et dont la ligne limite est telle, que la plus grande distance entré un 

point de cette limite et Torigine est -[(i +/>)" + ir 1 j ^* ^^ P^ 

petitc distance est - ( i + />)** n • 

2 L (I + />) J 

Designens maintenant Tanneau circulaire par 3r, et par 3 la surface 
correspondante du plan de y. Tous les points du plan de x correspon- 
dant a un point du plan de //, situé en dedans de jS, sont eux-mémes 
toujours situés en dedans de 2C et tous les points corrcspondant a un 
point situé sur la limite de 23 sont eux-mcmes situés sur la limite de 3f. 
La fonction 



-mnm 



1/-Z 



ne posséde aussi que des points réguliers en dedans de 3f et sur la limite 
de ?if. Cette fonction est par conséquent une fonction y = ^{x) telle que 
nous Tavons supposée dans le théorcme C 

La quantité p étant fixée, il est toujours possible de donner a n une 
valeur assez grande pour que 



H" + "'■ - ^TT^I > ■ + *' 



en désignant par h une quantité positive quelconque. En admettant 
ensuite une quantité s assez petite pour que 



5[c + ^)- + i7Tlr]<' + 



h 



la surface qui dans le plan de y répond a lanneau circulaire 

^^hr|^JJ(i+s) 

est située en dedans d'un cercle qui a Torigine pour centre et i + '^ 
pour rayon. 
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Apres ces remarques préliminaires, j'obtieiis facileiiient le théorénie 
de Laurent. Soit, pour toutes les valeurs de x qui remplissent la con- 
dition iJ' < I ic I < 22", f{x) uiie fonction monogéne, uniforme et réguliére 
de la variable x. 

Fixons d'une manicre arbitraire une quantité positive B, telle qu6 
R <R < R\ Posons ensuite une quantité positive p telle que 

B{i +p) < R' et que -^— > R. 

i + p 

Désignons par -IC Tanneau circulaire 

^<|a;|<i?(i+/>) 

et par h une quantitc positive arbitraire. Choisissons le nonibre entier 
positif n si grand que 



Hc+^)--^] 



> I +Ä 



et indiquons par 3 le doinaine de la variable y qu'on déduit de Tégalité 



^=-2 



im-^m 



en faisant parcourir a j; le domaine •}(. 

Conforinément au théoréme C on obtient alors Tégalité 



2w-l v 

v=-0 ^ ' 



oii c est un point en dedans ou sur la limitc du doinaine 2C et ou les 
fonctions F^{x) en dedans du doinaine 3 sont des fonctions monogénest, 
uniformes et réguliéres de la variable y. Le doinaine 3J enferme totale- 
ni ent un cercle ayant Torigine pour centre et i + 7* pour rayon. On a 
donc pour ce cercle 
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QO 



oii A^q\ A^I^\ . , . son t des constantes indépendantes de y et ^ A^^\i -{• hy' 



/i = 



est une série ä convergence absolue. Si s représente une q^uantite positive 
suffisamment petite pour que 



i [<■ + ^)- + (ri-.)"] 



< I + *, 



le module de y sera toujours inférieur a i + ä, des que x appartiendra a 
Tanneau circukire — _ ^ |a;| ^ E{i + s). La série Z ^{.'^(a;)'', oii 



(^)-i[©"-^©"] 



est par suite uniformément convergente pour toutes les valeurs de x ap- 
partenant a Tanneau circulaire qui vient d'étre mentionné. Ainsi par 
suite d'un théorcme connu, Q on a daes cot anneau circulaire 

FM = i/r f (.rV = ö, (r) + G, (i ) 

GU G^{x) est une série procédant d^aprés les puissances positives de rr, 
et convergente aussitöt que |.'^|^i2(i + ^)> et GJ-j est une série pro- 
cédant d*aprés les puissances negatives de rr, et convergente des que 

' ' — I + e 

Vu régalité 

2»— 1 



y=--0 \ / 



9 



on aura donc, pour Tanneau circulaire ^|^|^-^(^ + ^)> l'égalité 

I + £ 



f{x)='YA,x\ 



flWB 00 



(*) K. Weterstbass: Znr Furtktionenlehre. Monatsbericht der Königl. Aka- 
demie der Wisscnschaften zu Berlin^ August l88o, p. 7. 
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Or il est evident, d'un c6té, que Tégalité ci-dessus aura Heu partout a 
rintérieur de Tanneau eirculaire constituant le domaine de convergence 

00 00 

commun des series S A-^x"^ et ^A,,x'\ et, de Tautre, que ces deux series 

doivent converger dans Tanneau, en dedans duquel f{x) est une fonction 
monogéne, uniforme et réguliére de x. L'égalité 

fl^ — 00 

a donc lieu non seulement pour le domaine ^ |^| ^ -^(^ + ^)> ^^^^ 

aussi pour le domaine i?' < | a:; | < -B". Le théorérae de Laurent se trouve 
ainsi complétement démontré. 



SUR QUELQUES POINTS 

DE LA THÉORIE DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

PAR 

« 

E. LAGUERRE 

k PARIS. 



I. 

I. Dans tout ce qui suit, ä iiioins que je ircn avortissc oxprossé- 
mciit, jo (hVigne par c nn nombre positif on nul et par tj nn nombre 
posltif (juolcoiiqne supérieur a. c. 

Cela ])ose, on oonsidérant lo polyiioiTK» ontior du dogro n 

f{r) = ^o^r" + fl^i-r»-^ + ao;r"-2 + . . . + u„^iOr + a„ , 

j'y rattacliorai le polynome du inemo dogro 9''(.^) <léfini par régalitc 
suivante 

Jr- "^ I «rjj ■ ^ 

En |)osant, ponr abrégor, 

(/ir) = 7V" + IV"-' + IV"-' + . . . + P.-i^^ + I\y 
il 0j5t aiso do dotorminor les oo(»ffioients P^, 

Arla imtthfinittwu. 1. Imprimi* i:i Mai lHX4. , 1:{ 
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Si, p*ar exomplo, on fait 

f{x) = a^x^ + a^x^ + 0^^ + «3 » 
un calcul facile donne 

La loi de formation de ces coefficients est évidente et s'étend aisément 
au cas d'un polynöme d'un degré quelconque; les coefficients extr()mos 
sont f{yj) et f{^). 

2. Le calcul des nombres P, seflFectue de la fa9on la plus simple 
par la méthode sui vante: que Ton forme d'abord, et par voie r^^currente, 
une suite de nombres Q^ déterminés par les relations 

les nombres P^ seront donnés par les égalités 

Pn^Qn, P.-X = Pn + {r} - $)Q„-^ , Pn-, = Pn X + ViV — ?)Q,-„ ■ ■ ■ 

3. La propriété fondamentale du polynöme <p{x) peut s'énoncer ainsi: 
Le nomhre des racines de Véquation f{x) = o, qui sont comprises e^Hre 

les quantitcs ^ et yj, est au plus egal au nombre des variations du polyndme 

4^{x), ety si ces deux nombres différenty leur différence est un nombre pair. 

Pour la démontrer, je remarque que, de Tégalite (i), on dcduit 

(f-?)a/(^?) _ ^"^y(?) . .(. . y(f) 

Pour toutes les valeurs de x comprises entré - et Tunito, est 

développable en une serie convergento ordonnée suivant les puissances 
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croissaiites de r, et ^ dcveloppable en uue serie coiivergeiite ordoiinoe 

suivant Ics puissances déeroissantes de o*. 

Eflfeetuant ees développements, on a Tégalité 

la serie double, qui compose le second membre, est convergeiite pour 

toutes les valeurs de x comprises entré - et Tunité, et le nombre de ces 

valeurs, pour lesquelles elle 8'annule, est évidemment egal au nombre m 
des raeines de Téquation f[x) = o qui sont comprises entré c et ly. 
D'ou il suit que ce nombre m est au plus egal au nombre des variations 
que présentent les termes de la serie; ce nombre des variations se réduit 
d'ailleurs au nombre des variations du polynome ip{x). Il suffit pour le 
faire voir de remarquer que, le premier terme de ^(.r) étant /^(^).^% 
son coefficient est le méme que celui de tous les termes précédents et 
que, le dernier terme etant f{^)y il Qst de méme signe que tous les termes 
qui suivent. De la résulte immédiatement la proposition que je voulais 
démontrer. 

4. Soit, comme application, lequation 

(2) ,r^ — 2x^ + •^'' — 3^*^*'' + 4-t^ — 2 = 0. 

En posant c = o et ^y = i , on formera le tableau suivant 

valeurs des eoefficients +J — 2 +1 — 3 +4 — 2 

valeurs des Q^ +1 — 2 +1 — 3 +4 — 2 

valeurs des P, — i — 2 o — i +2 — 2, 

d'oii Ton conclut, puisque la suite des P< présente deux variations, que 
Téquation (2) a au plus deux raeines comprises entré zéro et + i- 
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Faisaiit maintenaiit c= i et ^ = 2, ou a ce tablcaii 

+ 1 — 2 +1 — 3 +4 — 2 
+ 1 — I o —3 +1 — I 
+ 2 — 14 — 6 6 o — i; 

la siiitc des I\ présentant uiie seule variation, 011 voit (jiie récjuation a 
une seule racine comprise entré +1 et + 2 . 
En faisant f = 2 et 5^ = 3, on a les suites 



+ I 


2 


+ I 


3 


+ 4 


— 2 


+ I 





+ I 


— I 


+ 2 


+ 2 


+ 91 


+ 10 


+ 10 


+ I 


+ 4 


+ 2; 



la derniere ne renfennant aiicunc variation, 011 en eonelut que Téquation 
n'a pas de racine comprisc entré +2 et + 3- 

Pour c = 3 et ly = 4, on a le tableau suivant 

eoefficients +1 — 2 -fr i — 3 +4 — 2 

Qi +1 +1 +4 +9 +31 +91; 

il est inutile ici de calculer les valeurs des P<, j'ai en eflfet démontré(^) 
que le nombre des racines supérieures a ^ est au plus egal au nombre 
des variations que présente la suite des nombres Q^; et cette suite, pour 
f = 3, ne présentant aucune variation, il est clair que Téquation proposée 
n'a aueune racine supérieure ä 3. 

5. L'équation (2) a donc une racine comprise entré +1 et +2; 
elle ii'a aucune racine supérieure ä +2, ni aucune raciile negative, 
puisquc son premier membre ne prcsente que des variations. 

Lintervallc conipris entré zéro et + i peut contenir deux racines, 
ou n'en contenir aucune. Pour résoudre la question, je reniarque (juc le 



(*) Mfimoire sur la theorie des équations numer iques. Journal de math. 
pures et appliquées, 3"* Serie, T. 9, p. 105. 
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iiombre des racines de récjuatlon proposée, qui sont eoinjirises entré zéro 
et +1, Cöt egal au nombre des raeines de Téquatioii 

21;^ — 4x^ + 3«^^ — x'^ + 2x — 1=0 

qui sont supérieures a Tunité. 

Fornious, en suivant la méthode que jai indiquée dans le niénioire 
eité précédennnent {Théorie des équations uumériques, p. 116), le tableau 
suivant 

+ 2 —4 +3 — I +2 — I 



+ 2 — 2 4-^ o +2 +1 

+ 2 o + J 0+2; 



les nombres 



+ 2, o, +1, o, +2, + I, 



qui förment le eontour extérieur du tableau noffrant aueune variation, 
il en résulte que Téquation proposce n'a aueune racine eoniprise entré 
zéro et Tunité; elle a ainsi une seule raeine comprise entré -\- i et +2. 



II. 

6. Quand on veut eflfectuer la separation des raeines d'une équation 
ou obtenir leur valeur approxiinative, il est souvent utile de déterminer 
des liniites entré lesquelles demeure eomprise la valeur que prend un 
polynome donné, lorsque la variable prend toutes les valeurs possibles 
dans un eertain intervalle. 

En supposant, comme ci-dessns, c et rj positifs et tj plus grand que 
c, Caucjiy a domié de cette question la solution tres simple suivante: 
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Décomposons le polyiioiiie donnc f{x) en deux partier, un niettant 
cu évidcncc les tcrines positifs et les termcs négatifs, en sorte qiie Ton ait 

cela pose, si ,r varle entré c et ly, la valeur que prend le polynöme 
f{x) deuieure toujours coniprise entré les nombres 

Lcxactitude de cette regle est évidente; elle est d'une applieation facile, 
niais conduit le plus souvent a des liniites beaucoup trop éloignées des 
liniites véritables. 

On obtiendra une solution plus préeise en employant la ihéthode 
qui suit. 

Soient P^, F^, ..., F„ les coeffieients du polynöme ^'{x); en désig- 
nant respectiveinent par It et par Ä le plus grand et le plus petit de 
ees nombres, considérons lequation 

(i) R-f{x) = o. 

Les quantités, analogues a P^ , Pj , . . . , l\y sont dans ee cas 

Ii — Pq, R — Pj , . . . , 2? — P„ , 

et il est clair qu'elles sont toutes positives ou nulles. Lequation (i) n'a 
done aueuno racine comprise entré c et ly et son premier membre conserve 
toujours le méme signe quand ;r . varie depuis c jusqu'a rj, ä savoir le 
signe +; pour toute valeur de Xy eomprise entré f et 5^, on a donc 

f{x)<R. 

On prouverait d*une fa^on analogue que, pour les niémes valeurs, on a 

f{x) > S; 

d'oii cette conclusion iinportante: 

Lorsque x prend toutes les valeurs possibles comprises enfre les 
nombres c et ly, la valeur du polynéme f{x) demeure constamment com- 
prise entré les nombres R et S. 
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7. Soit, cornme applicatioii, le polynAme 

f[x) = x^ — 2x^ + x^ — 3ä;^ + 4:r — 2 

qne j'ai déja considéré plus haut. 

On voit que, quand x varie de zéro a + i , le polynöme prend des 
valours comprises entré les iiombres — 2 et +2; la régle de Cauchy 
donne les limites — 7 et +6. Quand x varie de +1 a + 2, la régle 
énoncée ei-dessus donne les limites — 14 et + 2, la régle de Cauchy 
les limites — 40 et + 41 ; enfin, dans Tintervalle compris entré + 2 et 
+ 3, la régle de Cauchy donne les limites. — 143 et +236, Tautre 
régle les limites bien plus resserrées + i et + 91. 

8. Il est moins aisé de déter miner des limites un peu precises, 
entré lesquelles demeurent comprises les valeurs que prend une fonction 

rationnelle ^7-r, lorsque x varie dans Tintervalle i^ . . . ri). 

Voici cependant une solution assez simple, mais limitée au cas ou 
relativement a Tun des termes de la fraction, au polynöme f[x) par 
exemple, les nombres P, ont tous le méme signe. 

Soient 



P P P 



ces divers nombres, et 



''o 9 ''\y • • • y ''n 



les nombres correspondants relativement au polynöme jr(,r); je suppose 
les deux polynömes du méme degré, ce que Ton peut toujours admettre 
en introduisant au besoin un^^certain nombre de coefficients nuls. 

Cela pose, en s'appuyant sur les considérations développées plus haut, 
on dcmontrera aisément que, lorsque x varie dans Tintervalle (c . . . ly) , la 

valeur que prend la fraction ^^ demeure constamment comprise entré 

le plus grand et le plus petit des nombres 



n > i> > • • • J p • 
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Considérons, par oxemple, ot en snpposant c ~ 2 et ly — 3, la fraction 

2x* — ^x^ + 2aj* — 3iK — 5 



~ » 



• ^'* — 2.^* + jr^ — 3.V* + 4^* — 2 

on a 

P, =91, P, -P, = 10, P3 = i, P, -4 et. P, = 2. 

Lo tablean suivant donnera los valeurs des U^ 

coefficients ... 0+2 — 5+2 

Qi 0+2 — I o 

M +31 +31 — 23 — 14 

Si maintenant iious forinons l(»s fraotions 

Ii Vl _ iå —14 — i^ — — 
91 ' 10' 10' ^' 4 ' 2 ' 

iious voyons qiie la plus petite (Ventre olles est — 14 et la plus farande 
— ; on en oonclut quo, quand x vario dcpuis + 2 jusqu'a +3, la 
valeur de la fraction deineure ooinprise entré los limites — 14 et +3,1. 



— 3 


5 


3 


— 1 1 


14 


— II. 



III. 

9. Soit i) un nombre entier positif quolconque, mais suporieur a 
(w + i); dans le développement en serie de Texpression 



I X ^ ^ ^ ' XTj ^ 



considérons seulement los termes dont los exposants sont compris éntre 
les limites ji et — j[?, nous ohtiendrons ainsi un polynome ^y,(*^') ^^^^ la 
valeur est donni^e par regalité 
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■+ P,.r" + P,.r-' + P,.r"-» + • • • + P.-^ + P»l,.r + P. 

fl $P I 

Lorsqne le nombre jf) crolt indéfiniment, #^ a pour limite une séric 
indéfinie 9 qiii, pour toutes les valeurs de x comprises entré ^ et i , a la 
méme valeur que lafraetion 



^ 



(c — ?)a/(a??) . 
(«-0(^-c)' 

d'oii rcsulte, en dosignant par m lo nombre des racinefl de Féquation 
f[x) —' o qui sont coinprisea ontre f et ly, qne la serie 8 est convergente 
et s'annule pour m valeurs de la variable. 

Cherchons d*abord une limite supérieure du nombre des racines 
positives de Téquation flj,, = o; une pareille limite est donnée immédiate- 
ment par le nombre des variations de Öp, qui se réduit ä celui des varia- 
tions de ([^{x). Mais on peut obtenir une limite plus precise en faisant 
usage d'une proposition importante due a Newton. 

Au dessous de la suite des termes de fip{x) ou se peuvent trouver 
des variations, a savoir les termos 

P P P P P P 

écrivons los tormos de la suite 

P2 p p I>2 p p pi p p 

P2 p 7} pl p p 7>9 p J} £ , 

nous obtiondrons le t^ibloau suivant 

P P P P P P 

(A) ^ 

"T ^? -^ 1 -*0-*J> -*« -« O ' M •••> -" M-2 ^»-n^» IJ -^ w 1 ^w~2^w> I 'f 

ilcfa mathtmatiem, A. Troprimé 13 Mai 18R4. |4 
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oii j'ai reinpljico les termes extremes de la secoiide ligne par + i , attendu 

que, quand P^ et P^ sont de signe contraire, P© — ^o^i est positif et 

f ,•■"■■' 

que, de meme, Pl -Pn^n-i est positif quand les termes P„ ot P„_i 

prcsenteiit une variation. 

Cela pose, il suit du theoreine de Newton que le nombre q des 
racines positives de Téquation 6",, = o, est au plus egal au nombre V^ 
des variations de la suite supérieure du tableau (A), qui correspondent ä 
des permanences dans la suite inférieure. 

Ce nombre q est, on le voit, indépendant de la valeur attribuée au 
nombre enticr ^; et sa valour dcmeure la méme quand p crolt indéfini- 
ment; on en conclut que le nombre m, qui représente le nombre des 
valeurs positives de x pour lesquelles la serie converge vers zéro, est 
au plus egal h, p. 

D^oii la proposition suivante: 

Si Von fanne le tableau (A), le nombre des racines de Véquation 
f(^x) = o, qui sont comprises entré $ et tj, est au plus egal au nombre des 
variatimis préseifitées par la ligne supérieure du tableau et auorquelles corres- 
pondent des permanences dans la ligne inférieure, 

Soit, comme applieation, Véquation 

(i) x/ — 3:r' + 9x' — I i.r + 5 =- o; 

eherchons le nombre des racines comprises entré c = i et ly = 2 . 

» 

Les valenrs des nombrcs P, s'obtiennent en formant le tableau suivant 

+ 1 o— 3 +9— II +5 

+ 1 +1.— 2 +7 — 4 +1 

+ 27 +11 +3 +IF — 3 +1, 

et le tableau (A) devient 

+ 27 +11 +3 +11 —3 +1 

Dans la ligne inférieure, je n'ai indiqné les signes des termes que quand 
ils correspondent ä des variations; on voit qu'il ny a dans la ligne 



Sur quclqucs points de la théoric des équations numériques. '107 

supérieure aucune variation n laquelle correspoiido unc perinaiience dans 
la ligne inférieure, d'oii il suit que Téquation proposée na aucune racinc 
coniprise entré + i et + 2. 

On arriverait a la niéme eonclusion en employant la inéthode suivante 
qui trouve fréquemmcnt d'utiles applications. 

L'équation peut se mettre sous la fornie 

(x^ + J?* — 2x^ +7^ — 4)(^ — i) + I = o, 



» / • 



et, par suitc, peut sccrire 
(2) x= i 



X* + «"' — 2.C* + JX 



Cherchons des liniitcs entré lesquelles varie le polynöme dénominateur 
lorsquc x varie de -{- i a + 2 ; en appliquant la inéthode indiquée plus 
haut, on formera le tableau 



+ I 


+ 1 


— 2 


+ 7 


— 4 


+ I 


+ 2 





+ 7 


+ 3. 



Il sufiit ici de calculer les valeurs des nombres ^,; ceux-ci étant en efFet 
positifs, il est elair que les P< seront également tous positifs et, par suite, 
lo dénominateur demeure positif quand x varie dans les limites indiquées. 
Il en résulte que le second membre de Tégalité (2) est toujours 
inférieur a Tunité; il ne peut donc jamais étre compris entré + i et 
+ 2 et Ton voit, comme nous Tavions reconnu précédemment, que Téqua- 
tion (i) n'a aucune racine dans cet intervalle. 



IV. 

10. La proposition, énoncée dana le premier paragraphe, peut encore 
étre démontrée par une autre méthode qui donne lieu a quelques consé- 
quences intéressiintes. 



; 
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En désignant par ^ et ay deux nombres quelcoiiques positifs ou néga- 
tifsy Boient f[x) un polynöme enticr du degré n et (p{x) le polyn6inc 
déterminé par la relation 

Appelong 4\{^) ^^ 4^^ devient ^(^c), quand on remplace f{x) par (i; — A); 
ön a évidemment 

. / N _ ^''^y(?)(?-^)-/(-r?)(^?->^) . . /(^^)(^y-;)-/(f)(f-i) 
riv / aj — 1 T* C» XTj — ^ ' 

d'ou, par un ealcul facile, 

On voit que (}^^{x) et le produit ip{x){xyj — A) ne diffcrent que par 
leurs terines extremes; les coefficients de a?**"^^ étant respectivement [puis- 
que f{yj) = Po ^t f{^) = PJ P^(3y — A) et P^ay, les termes constants ctant 
respectivement (f — A)P„ et — AP«. 

Si done le nombre A satisfait aux conditions suivantes 

ri{7j — X)> o, A(A — f)>o, 

le polynöme ip^{;x) préscnte précisément autant de variations que le produit 
il>{x){xrj — A). D^oii il suit, en vertu du lemme de Segner, que, si jyA 
est positif, (!^^{x) a au moins une variation de plus que ^(a:), et que, si 
yjX est négatif, (p^{ — x) a au moins une variation de plus que (p[ — x), 

On peut donc énoncer les propositions suivantes: 

Léquation (p[x) = o a au moins autant de variations que Véquation 
f(^x)'=o a de racines reelles A satis faisant aux tnégalités 

(i) hj>Oy yj{yj — A) > o, X{X — f) > o. 

La träns forniée ip[ — x) a au moins autant de variaiions que Véquation 
f[x)^=o a de racines reelles A satis faisant aux inégalités 

(2) Aiy<o, yj{yj — X)>o, A(A — f)>o. 
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11. Supposoiis par exeiiiple $ at yj positifs et 17 > ^, Icö iiiégalitcs 
(i) soiit satisfaites pour toutes les racines comprises entré f et 3y. D'ou 
la proposition que j'ai démontrée au comraencernent de ce mémoire. 

Supposons maintenant que $ et rj soient des nombres positifs quel- 
conques, les inégalités (2) sont vérifiées pour toutes les racines negatives; 
d'ou cette conclusion: 

Quds que soient les notnbres positifs f et r^, le nombre des racines néga- 
tiifes de Véquation f[x) = o est au plus egal au nombre des variations du 
polynoiiie (p ( — x) . 

Dans le cas particulicr ou, c ef 3y étant 4)ositifs, yj est plus grande 
que c, on voit que, si toutes les racines de Téquation sont reelles et si 
toutes les racines positives sont comprises entré ^ et ly, le nombre des 
variations de (}){x) est précisément egal au nombre des racines positives 
et le nombre des variations de ^( — x) egal au nombre des racines 
negatives. 

1 2. Dans ce dernier cas, j*ajouterai encore une observation. 
Ayant, pour toutes les valeurs de x comprises eirtre - et + i, 



Tégalité 



;,fr.^j:^^ = ••• + m-^'' + M-'^-"' + ^'W 






je rcmarque que, si f{q) et fiji) sont de méme signe et si Téquation 
(p[x) = o na aucune racine comprise entré o et + i, (pix) conserve dans 
cet intervalle un signe constant a savoir celui de /*(?), puisque 4>{x) se 
réduit a cette quahtité pour ^ = o. 

Le second meinbre de Tégalité précédente conserve donc toujours le 
mcme signe [ii savoir celui de /"(c) et de f{yi)\y quand x varic de 

- ä + I ; il en est de méme du premier membre qui, par suite, ne peut 

s'annuler quand x varie depuis f jusqu^a ^. 

D'ou la proposition suivant^ que Ton peut souvent appliquer avec 
utilité, pour reconnaitre si un intervalle donné renferme des racines: 
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Les fwmbres /(c) et f{rj) étant de méme sUjne, Véqudlion f{x) = o tia 
aucune racine comprise entré $ et rj, si 1'équatiofi ^{x) = o na aucune 
racine camprise entré o et +1. 

J'ai cl'ailleurs donné(^) un algorithme tres simple qui pcrmct, dans 
beaucoup de cas, de reconnaitre facilement si' unc équatiou a des racines 
supérieures a Tunité, ii quoi se raniciie immédiatement le probléme de 
détennincr si Téquation ^{x) = o a des racines comprises entrc o et + i. 

Soit, coHime application, Téquation 

x^ — 2x^ + 3^'^ — Sx + 10^0 

« 

qui n'a, cvideniincnt, qu'unc seule racine negative. . 
Le nombre des alternances de la suite 

10 — S + 3 — 2+1 

étant nul, le nombre des racines positives de Téquation, qui sont inférieures 

a + I, est egal a zéro; de mcme le nombre des alternances de la suite ^ 

2'^— 2.2' + 3.2' — 8.2 + 10 

étant cgalement nul, on voit qu'il n'y a pas de racine supérieure a + 2 . 
Pour reconnaitre s'il y a des racines comprises entrc + i et +2, 
j*emploierai la méthode exposée plus haut; on formera le tableau 



+ I 





2 


+ 3 


8 


+ 10 


+ ^ 


+ I 


I 


+ 2 


-6 


+ 4 


+ 22 


+ 6 


2 


+ 2 


— 2 


+ 4; 



doii Ton déduit 



^(.C) = 22.C^ + 6;r* 2X^ + 2.C' 2X + 4. 

Or, le nombre des alternances de la suite 

+ 4 — 2 + 2 — 2 + 6+22 



(*) Mémaire sur la théorie des cquations numériqties, p. 116. 
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étant nul, Véquation ^*{r) = o u^a aucune racine positive inférieure a 
Tunité et, par suite, Téquation proposée n*a aucune racine comprise entré 
+ 1 ot + 2 . Elle a donc une racine negative et quatre racinea imaginaires. 



v. 



13. La propriété fondamentale des coefficientfi du polyn6me ^'(.r) 
peut s'énoncer ainsi: 

Le noinbre des racines de Tcquation f{'x) = o, qui sont comprises 

entré les norabres f et ly, est au plus egal au nombre des variations que 

prosente la suite 

P P P P 

Il est nécessaire d'examiner les simplifications qui so présentent, lorsque 
lo polynome f{r) présente des lacunes. 
Soit, pour fixer les idées, Téquation 



A + Bx' + C:r' + Dx'' = o; 



formons la suite 



P. = 



o 






3 



3 



p 



t» 
10 



A + Br; 
A + 7?5y' 
A + Jir, 
A-\- Btj 
A-\- Brj 
A + Br, 
A + Bti 
A + Bfj 
^ + 7?^' + 
A + B^^Tj + 

A-\-Be -{- 



+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 



Cfj'' 



+ 
+ 
+ 
+ 
+ 



c^W + 



B^y 
ney 
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A régard du nombre de variations que préscnfc la suite de cos nombres, 
on peut remarquer que les termes P^ , Pj , P^ et Pg peuvent 8'écrire de 
la fa9ön suivante 

ou j'ai pose, pour abréger, 

Il est clair que ces quantités vont toutes en croissant ou toutes cu 
décroissant, le nombre des variations qu'elles présentent se réduit donc 
au nombre des variations des deux termes P^ et P^ et Ton peut supprimer 
les termes Pj et P^ ; on démontrerait de méme qu'on peut ne tenir aucun 
compte des termes P^ , P^ , P^ , Pg et P^ . 
Il suftit ainsi de considérer \a suite 

A + Pr/ + Ctj' + 7)cV/, 
A + 7?r/ + CTr/ + />cV/, 

A + ne + c$' + n^'. ; 

D'une fa9on un pcu plus gcnérale, soit Téquation 



(O 



/■(a-) = A-\- B.r^ + (Jr + D/' + Ex'' = o, 



ou y9, X, (7, £ désignent des nombrcs entiers positifs croissants; on établira 
commc ci-dessus la proposition suivante: 

En désignant i)ar $ et rj deux notnbres positifs, äont le pJus grand soit 
7j, le nombre des racines de Féquation f(x) = o, qui sont comprises entré c 
et tj, est au plus egal au nombre des variations que présenie la suite des nombres 

A + Brf + Cy + Ihf + Er;, 
A + Brf + Cri' + Drf + E^'-''rf\ 

(T) A + Br;^ + 6V/ + B^-'rf + E^-'-'V/, 

A + Äjy'' + <^^'"Y + J)^"-''rf + E$'-^rf, 
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La loi de formation de ces quantités est évidente et il est clair qiie 
le théoréme s*étend au cas ou le polynöme contient un nombre quelconque 
de termes. 

J'ajoute qu'il subsiste eneore lorsque les exposants ^, ;-, rf, s sont des 
nomhres positifs qudconqxies, cofuniensurables ou inconimensurahles, rangés par 
ordre croissant de grandeur. 

Pour le déniontrer, supposons que ^, ;-, rf, s soient des noinbres 
fractionnaires quelconques et que, ^, ;-', rf', s', /?', f'j </' et s" désignant 
dos nombres entiers, on ait 



v " "V^ tf 



/^ .. T ,> ^> 



En posanf, pour abréger ^fffz* = cd et en faisant x = X"*, Téquatiori (i) 
a pour transfonnée Tcquation 



to^ tuy (oo otT 



tUfj luf vjn ntz 

(2) A + X"^ + X"^ + X"^'" + X"^ 



o, 



dans laquellc tous les exposants sont des nombres entiers. 

Le nombre des racines de Tcquation (i), qui sont comprises entro c 
et 7j, est egal au nombre des racines de Téquation (2) qui sont comprises 

entré ^ et r^"". Or, en appliquant a Téquation (2) la proposition énoncce 
dans le n*' précédent, on trouve précis^mcnt la suite (A); d'ou il résulte 
que cette proposition subsiste lorsqu(? y^, y, rf, c sont des nombres fraction- 
naires positifs quelconques et, par conscquent, mcme lorsqu ils sont in- 
conimensurablcs. 

14. Les cquations importantes de la forme 

Ae"' + Be'' + . . . + Xe^' -- o 

se raménont a une équation de la forme considcrée prccédemment en 
posant c' = ^: d'ou la proposition sui vante, qui s'6tend évidemment au 
cas ou le premier niembre contient un nombre quelconque de termes, 
mais que, pour plus de elarté, jVmoncerai seulemcnt dans un cas particulier. 
En désignant par ^ et tj déux nomhres positifs on négalifs dont le plus 
grand soif rj, par a, /?, ;*, rf ef s des nomhres quelconques, jyositifs ou urga- 

Acfa mathfmadra. 4. Imprirnt- 1.T Mal 1SS4 ' 15 
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tifs, que je supposerat rangés par ordre croissant de fjrandeur, le nomhre 
des racines de Vé/juafion 

qui smif rom pr ms entré 5 et yj, est au plus egal an vmnhre des variations 
que present cu t les t er mes de la suite 

Af^' + 7iV^ + rv-"' + DC'^ + Ee'\ 

Ae"'' + jy^' + ('(r^ + De"' + Ké"-'^-^''\ 

Ac'''' + Be''' + Vf^'' + 7V'' ''^''♦■'''' + Eé'-'^''"''-, 

il est clair quo, si ces deux noinbres ditfcrent, lonr difForcnce est nn 
noinbre pair. 

Le théoremo de Fourikk peut aussi s'appliqiier, inais, ' d'iine fa9on 
moins facile, aux éqiiations de la forme précAlente; il exige en effet 
(Voir le Mémoire de M. Stekn Sur la résohition des équations transcendanteSy 
Journal de Chelle, T. 22) que Ton calcule les dérivées de E[x) jusqu'a 
ce qu'on arrive a une dérivée qui ne change pas de signe dans Tinter- 
valle considéré; ce qui peut exiger de longs calculs et ainencr souvent 
a tenir coin])te d'un tres grand noinbre de termes. 



VI. 

15. Les propositions, qui suivent, se rattachent a des considérations 
entiererncnt différentes de celles qui font lobjet des paragraphes précédents. 
Etant donnée lequation genérale du degré n 

fV) = ^'0 + r/j.r + . . . + r?vr" =- o 
il y existe toujours une infinité de systemos de nombros 



Sur quelques poinls do la thdoric des éiiuatioiis iiumériques. 115 

tels que, si 1 equation f{x) = o a toutes ses racines reelles, il en est de 
méme de réquation 

Il parait difficile de déteriiiiner, d'une fa^oii precise, les conditions 
auxquelles doivent satisfaire les iioinbres a^, lesquelles dailleurs ne 
dcpciiderit que de la valeur attribuée au nombre entier w. 

Je laisserai entierement de cöté ce probléiiie et ni'eii tiendrai aux 
consideratioiis suivantes qui peuvent, dans certains cas, trouver d'utiles 
applications. 

1 6. Soicnt f{x) un polynoine entier, du degrc w, ayant toutes ses 
jacines reelles et a un nombre positif; il est clair que 1 equation 

(i) af{x) + xfXx) = o 

a cgalenient toutes ses racines reelles. 

Pour le voir, il suffit, dans le cas oii toutes les racines de f{x) sont 
inégales, de niettre Tcquation précédente sous la fornie 

et la proposition subsiste cvideniment (juand /'(.r) a des racines égales. 
En niettant en évidence les coefticients de f{x) et en posant 

réquation (i) peut s'écrire 

Comnie elle a encore toutes ses racines reelles on peut encore en déduire 
une intinité d'6quations jouissjuit de la nicnie propriété; telle sera, en 
general, Tcquation 

^r,F(o) + a,F{i).r + a,F{2).x' + . . . + aj'{n).x'' - o, 

F{x) désignant un polynönie entier de la fornie 

A{x + a)(j; + oi,){x- + a J . . . (.r + a^,), 

ou los otj soiit des quaiitités positives arbitniires et en nombre quelconque. 
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La ineinc cliose aura lieu évidcininent, quel que soit le iioiubre k\ a 
Tégard de réquation 

((,F{o) + a^F{\yx. + a,,F{2)e''y' '+... + a„l\u)e"'x" -= o, 
que Ton peut écrire 
(2) rt, W(o) + «, W(i)r + a..H{2).v-' + . . . -f «„«(«)■*-•" =- o, 

si \\m })ose 

W(.r) -- Jt^^-'(.r + a)(.r + ^ J • • • C'' + «.)• 

Coninie le noiiibre des quantités a, peut croitre au dela de toute 
liniite et que le nomUi'e k est arbitraire, 011 peut supposcr que 6{x) soit 
une fonetion entiere du genre zcro ou du geure un. 

l)'oii la proposition suivante: 

FjH désifpmnt par H{x) une fondion entiere quelconque, ne iicmnuUint 
que pour des valeurs reelles et negatives de ./• et dont les éléinents simples 
sont des polynomes entiers, des exinjnentieJles de la fonne é"", des fonvtivns 
entihcs du genre zéro ou du genre un, si réquation f{x) — o a toutes ses 
racines reelles, il en est de mvme de réquation (2). 

17. Coniine application, eonsidérons la fonetion .Cr{x) de M. Wkikk- 
sTKAss (pii est Tinverse de Tintégrale eulcrienne F{x). 

La fonetion G{x + co) ne s'annule que pour x == — o), x = — {(o + i), 
etc; si done co est positive, G^x + w) satisfait aux eonditions énoncées 
ei-dessus et Ton v.oit (jue, TcMjuation (1) ayant toutes sesraeines reelles, 
il en est de niénic de réquation 

l\(o) ^ l\co + 1) /V + -2) ^ • • • ^ /'(.ö + vy ~ "' 

(pie Ton })eut éerirc 

^ . O) o){o) -f i) ' oj(o) + \\o) -f 2) ^ 

(oio) -{- \) . . . (oj + u — I ) " 

'lajouterai que le théorénie subsiste eneore pour les valeurs de w 
eonq^rises entré — i et o (par conséquent pour toutes les valeurs de (o 
supérieures a — i), si Tcquation /(.r) =0 a toutes ses raeines de 
nnhne signe. 
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1 8. En faisant usage de la proposition précédente, (*) on déniontrcra 
aisénient le théorénie general qui suit: 

En (Usignant par q un nombre positif quefconque éyid ou inférieur a 
Vunlté, et par H[x) et 0{x) deux fonctions entiéres queJconqueSj ne sannulant 
que pour des valeurs reelles et negatives de x et dont les elements simples 
sont des polymme^ entiers, des exponent ielles de la forme e*', des fonctions 
entiéres du genre zéro ou du genre un, si Véquation f{x) = o a toutes ses 
racines reelles, il en est de méme de 1'équation 

•;• T ^''^' ii(ö)ii{\)...u{H-if '^' ~ ^• 

On voit ainsi (ju'(>n satisfait au probléine, pose au comnienceinent de ce 
paragraphe, en faisant, qucls que soient lés coeffieients a^, a^, ..., a^ 
(pourvu que Téquation f{x) = o ait toutes ses raeines reelles) 



• • < 



on obtiendrait encore une solution plus générale en eonsidérant Téquation 

x'*Ui-\ --^ o, qui a le niénic nombre de raeines reelles que Téquation 

il{x) == o. 

19. Pour appliquer ce qui prceede a un exeniple simple, je con- 
sidcrerai rc([uation 

(i + x)" --^ I + Hx + !iOiizi}.;.--' + . . . + nx" ' + X" - o, 

* 

dont toutes les raeines sont reelles. 

Faisant H{x) = i , q = i et II{x) = x -{• i , on voit que Téquation 

^ ^ ^ ' 1' 1.2 1.2^ 1.2.3 1.2.3' 

n. H = o 

1 .2 ... (h — I) I .2 ... 76 

a toutes ses racines reelles et negatives; proposition bien eoimue. 

C) Voir, il ce sujet, nion Mémoire sur la théorie de» ctjuatious numvriques, p. 132. 
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Il cn est de meine de Téquation 

, X , u(n — I V «'* . v (it. — l)(n — 2) .r' 

* n ' 1.2 I . 2 . n^ ' 1.2.3 I .2 . 3 .n- ' '' 

or le premier membre, quand n croit indéfiniment, a pour limite la fonc- 
tion de Bessel 

^,(r,) = i + X -h^. + ^^-^,+ ... 

De lii résulte, en vertu dune proposition que j'ai fait connaitre dans une 
note inserée dans les Comptes Rendus de rAcadémie des sciences, 
que <p{x) est une fonction du genre zéro, ou du nioins le produit d'une 
pareille fonction par une exponentielle de la forine e% a étant un nombre 
essentiellement positif. 
On a donc 

F{x) étant une fonction du genre zéro et n'ayant que des raciucs negatives. 
Je veux niaintenant prouver que le nombre a est nul; a cet effet, 
je reniarque que ^^x) satisfait a Téquation linéaire du second ordre 

d'ou Ton déduit 

^3^ ^ ^ X ^ V ^*+ x) b\x) l\x)' 

Quand x prend des valeurs positives de plus en plus grandes, le premier 
membre a pour limite a^\ cherchons la limite du second membre. 

En désignant par a^ , a.^ , »3 , ... les valeurs absolues des racines de 
1 equation F{x) = o (je suppose ces nombres rangés par ordre croissant 
de grandeur), on a 

U) ^-^ --= — ^ 4- — !— 4- — !— 4- • 

ou le second luenibre est coiivergent pour toute valcur positive de x, 
puisque, F[x) ctaut du genre zéro, la serie 

' 4-- + - + ... 



«, «a «3 



est elle méme convergent^*. 
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Soit Sj, la somme dos p premiers termos do la serie oont^nuo dans 
le. second membre de régalité (4), 011 a 



cotto quaiititc tend vors zoro, qnel que soit p^ quand .r croit indofiniment, 
doiic Ä, a ponr limite zoro et il on est de mömo de -^i, 

1 tr r(.r) 

On a d'ailleurs 

F"ix) I I 1 



F{.r) (X + «,)■' (..■ + a^y (« + «,) 



i 



+ 



■f-^ + -T—+--- 



•» -h «, '*? + «2 ^ + «., 



n 



» 



on voit, a fortiori, que a pour limite zéro. 

IToii il suit, le seeond membro de Tidentitc (3) ayant pour limite 
zoro, que a est nul. 

La transcondante de Bessel est donc une fonetion du genre zéro. 

20. Aux considératiohs procodentes se rattaclie enoore le théoréme 
qui suit: 

Si Véquation 

a toutes ses racines reelles et de méme signe; Véquation 

^/^oos/ + ^/, cos(/ '{' 0)t -{- a^Qo^[X + 2d)x^ -f a.^eos(A + 2>^)x^ + • • • 

. . . + ^„oos(A + nd)x'' =-- o, 

01) k et 6 désignent dmix arcs arhitraires, a totites ses racines reelles. 

Pour le démontrer, je m'appuierai sur cette remarque importante 
duo a M. Hermite:(^) 

(*) Sur Vindice des /rar tion 8 raiionnelles (Bulletin de la Soe. Math., T. 7, 
p. 131); voir égaleuient, sur cc sujet, mes Notes svr la resolution des fujnatlons 
nitmrriqueSy p. 48. 
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Si, pour toutes les racines de Téquation F{x) = o, les coefficients 
de i sont de méme signe et si, mettant en évidence dans le polynöme 
F{x) la partie reelle et la partie imaginaire, on pose 

F{x) = F,{x) + iF,{x), 
les racines de Téquation 

aF,0r)+y9F,(.T) = o, 

oii a et y9 désignent des nombres arbitraires, sont toutes réollei?. 
Considérons maintenant Téquation 

(5) ' /*[j^(cosö> + tsinö>)] = o; 

dont les racines, en désignant par /Cj , /c, , k^, ... les racines de Téquation 
f(^x) = o, sont 

k^ (cos (O — i sin w) , k^ (cos w — t sin oi) , k.^ (cos w — i sin r£>) , etc. 

Il est clair, puisque les k^ sont tous de merne signe, que le coefficient do 
i a le méme signe dans toutes les racines de Téquation (5). 
Or on a 

/'[;r(cosö> + isinö))] = ^^ + ^iCOSö>..r + a^cos^2(o .x^ + ••• + a„cofMuo.x'' 

+ i[«i sin (O . X + ^'2 sin 2ö> . .r^ + • • • + ^^n sin wö> . .r"] . 

En vertu du théoréme de M. Hekmitk, on voit donc que Téquation 

cos å[(Iq + nf, cos io.x -{- a,^ cos 2(o . .r^ + • • •] 

— sin A[flPj sin re> . r + ^2 ^^^^ 2ö> . .r^ + • • •] ~ ^ 

a toutes ses racinos reelles, quels que soient les arcs rcels A ot (o. 
Or cette equation p(»ut s'ccrire 

, a^ cos / + a^ cos (A + ö>).r + ^2 ^^^^ ^^* + 2ö>).r^ + • • • + ^« ^os (A + Wft>).r" — o; 

ce qui démontre la proposition que j*avais énoncée. 
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Au moyen de vibrations de corps plongés dans un fluide, on peut 
imiter les phcnoménes fondamentaux du magnétisme, et en grande partie 
aussi ceux de rélectricité. Je me propose dans une serie d'artieles d'en 
donner la théorie inathématique. 

Le fond méme de ces recherches a été publié autrefois; mais il nous 
reste a y faire des additions et des développenients sans lesquels les 
conséquences ne peuvent ötre cxpliquées d'une maniére satisfaisante. 

Dans ces comparaisons, il sest manifesté une particularité tres carac- 
téristique: les phénomcnes hydrodynamiques correspondant aux phénoinenos 
de Tinfluence présentent, vis a vis de ces phénomenes de la nature, utie 
analogie directe; ceux, au contraire, qui répondent aux aotions pondéromo- 
trices présentent une analogie inverse. 

Ce contraste singuliep et, en méme temps, cette ressemblance s étendant 
jusqu aux moindres détails avaient fait naitre des craintes sur la possibilité 
d'une erreur; c'est ce qui nous a engage a commencer des expériences 
par lesquelles les résultate analytiques ont trouvé maintenant leur constata- 
tion expérimentale. 

Äcta mathematica. 4. Jbiprimé 27 Norembre 1883. IQ 
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' Mais, de plus, une nouvelle idée se fera alors jour. Nous pourrions 
nous imaginer un perfectionnement de la théorie, d^apros lequel on aurait 
égard aussi aux choes et aux contacts momentanés entré les corps vibrants; 
on pourrait aussi modifier et compléter les mouvements, et choisir, au lieu 
d'un fluide incompressible, un autre fluide, ou méme un milieu tout 
difFéremment constitué: un milieu de petits corps vibrants. Cela nous 
aménerait, peut-étre, a des resultats ressemblant encore plus ä ceux de la 
nature. Ou, si cela ne se réalisait pas, Ton pourrait complcter les 
representations des phénoménes naturels, tout en conservant cette inver- 
sion qui sest manifestée a chaque pas dans les généralisations. 

Il serait naturel, d'abord, tant que cela pourrait se fairo par des 
considérations générales sur les fluides, de se demander dans quel sens se 
modifieraient les phénoménes quand on passerait des liquides aux fluides 
élastiques. 

Déja d*avance il parait probable que, si certaines limites ne sont pas 
dépassées, on n obtiendra pas de nouveaux résultiits; et que surtout Tin- 
version, dans les actions des forces naissantes, ne disparaltra pas. Mais si 
les faits sont d^accord avec ces prévisions, ils fourniront une ext^nsion 
importante des anciennes propositions. 

On le prévoit en se figurant les liquides, non plus comme absolu- 
ment incomprossibles, mais seulement comme peu compressibles en les 
comparant avec les fluides aériformes. Il ne faudrait pas ensuite regarder 
les phénoménes comme se produisant sur des distances trop grandes: on 
devrait se représenter les points sur lesquels 8'étendront les recherches 
comme appartenant au commencement d'une onde vibratoire, extrémement 
étendue. Cette coTfncidence des phénoménes s'est aussi produite dans des 
expériences exécutées dans Tair. 

Dans le present mémoire, . nous fixerons Vattention sur iine formule 
qiie nous allons démontrer. Prise en elle-méme, cette formule n'est pas 
nouvelle puisqu'ellc est une conséquence immédiate des équations fonda- 
mentales. Mais elle nous permettra d'établir ce resultat indiqué plus 
haut, qu'cntre dos limites suffisamment restreintes, il n'y aura aucune 
différence essentielle dans les phénoménes, quMl sagisse d'im liquide ou 
d'un fluide élastique. 

Cest donc en dehors de ces premiérQS limites, mais dans la méme 
direction qu'il faut étendre ces recherches pour arriver a des phéno- 
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ménes colncidant, sans traces d'iiiversion, avec ceux des grandes forces 
de la nature: en supposant qu'ils puissent étre trouvés par cette voie. 

Si Ton eonserve Tintensitc des vibrations, mais qu'on rende les périodes 
beaucoup plus courtes, de sorte que les longueurs des ondes ne soient 
plus si incomparablement grandes par rapport aux distances des corps, 
des phénomenes d'une nouvelle espéce naitront. L'influence de ce change- 
ment portera sur deux points: d'abord les phénomenes dcpendent du lieu 
qu'y oceupent les corps, et ils différent suivant que ces longueurs des 
ondes sont grandes ou petites par rapport aux dimensions de ceux-ci; 
puis il y a aussi une dépendance plus intimement lice a la propagation 
des ondes et qui parait presenter de Tintéret Dans tous les dctails, on 
ne peut cependant se faire, tout de suite, une idée nette de ce qui 
resultera d*une telle intervention de Télasticité. Il faut qu on se soit pose 
des problémes particuliers et qu'on ait réussi a les résoudre. 

Il se posera aussi d'autres questions ayant rapport a une extension 
des resultats, en sorte que Tanalyse employée pourrait ctre transportée 
immédiatement a de nouvelles études. 

On secarte de Tidéalitc des fluides en ayant égard a leur viscosité. 
Pour le moment nous ne nous en öccuperons pas; elle pourrait devenir 
un element de nos futures recherches, Mais cette supposition ' de la 
fluiditc parfaite presentera aussi des défauts en ce sens que Tclasticité 
d'un fluide aériforme ne se manifeste pas toujours aussi purement que 
dans le cas de Véquilibre. Il y a la quelque chose d'analogue a ce qu'on 
connait des corps solides. Ceux-ci ne se présentent pas comme ces corps 
parfaitement élastiques dont on parle dans la mécanique rationnelle, en 
y considérant les phénomenes a leurs limites; et néanmoins, il ny aura 
pas nécessairement pour cette raison de défaut dans leur élasticité. A 
cause de leur graiideur et de leur forme, a cause du temps que prendra 
la propagation d*un mouvement, etc. . . . , lorsqu'un choc sera fini il restera 
des vibrations interncs, et celles-ci ne seront pas forcément dues a un 
manque de Tclai^ticité. Les phénomenes externes se montreront donc 
comme s'il y avait eu une espéce de demi-élasticité. 

Il en est de méme, quoique pour d'autres raisons, quant aux fluides 
élastiques. A cause de leurs mouvements vibratoires, la loi de Mariotte 
ne sera plus exacte. Pendant les condensations il se développera de la 



124 C. A. Bjcrknes. 

chaleur; pendant les dilatations un refroidissement aura licu. Et les 
choses se passeront comme si Télasticité elle-iiiéine était modifiée. 

Aussi long temps que les vibrations des corps, donnant lieu aux 
niouvements d'un tel fluide, seront bicn réguliéres ou uniformes, et que 
les condensations seront assez petitcs, aucun changement essentiel ne se 
produira dans les resultats, non plus que dans la mctbodc que Ton suivra 
pour y parvenir; c'cst sculement une constante dont la valeur devra etre 
corrigée, la vitessc de propagation ne colncidant pas avec celle que donne- 
rait la loi indiquce si elle était admise encore comme vraic. 

Si, cependant, Ton se place en dehors des questions qui sont ordinaire- 
ment Tobjet du calcul, si les mouvements ont un caractére moins rcgulier 
et si Ton a toujours égard au développement de la chaleur, alors des 
difficultés prendront naissancc. Des changemcnts soudains dans les vibra- 
tions, et, par conséquent, de nouvelles actions pourraient se produire; 
quelque temps apres, ces nouvelles actions pourraient etre interrompues 
subitemment a leur tour. 

Il serait intcressant, sans doute, d^examiner comment les problcmes 
dcvraient étre traités alors, au moins taftt qu'on supposerait des circon- 
stanccs simplifiantes comme Texistence de petites vitesses. Il serait aussi 
avantageux d'ctudier ä part quel c6té de la question il importerait .le 
plus d'approfondir. Car souvcnt, lorsqu*un problcme rdsiste ä tous les 
efforts faits pour en chercher la solution compléte, on en peut résoudre 
une partie déterminée; et ce qui est le plus accessiblc pour le calcul est 
tres ordinairement aussi le plus utile. Ainsi, dans le cas d'actions soudaines, 
les accelerations joueront un plus grand röle que les vitesses; il est donc 
naturel, pour se rapprocher de la vérité, d'aborder la question en regardant 
les derniéres comme tres petites. 

Dans ces recherches relativement ä un sujet qui n'appartient plus a 
la mécanique toute seule, nous ne pourrons étre, il est vrai, aussi surs de 
Texactitude des resultats (peu généraux d'ailleurs mais tres simples) quil 
serait a désirer. En quittant le domaine de la niccanique rationnelle, on 
est forcé de faire des hypothéises. Et si simples que soiont ces hypothéses, 
on ne peut regarder les conséquences qui en sont déduites änalytiquement 
que comme des resultats préliminaires, dont la vérité doit etre confirmée 
expérimentalement. 

Ces investigations auront, du reste, vis a vis de nos recherches princi- 
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påles, une position indépendantc. Elles ont pour but de leur donner, 
autant qu*il est possible, un peu plus d^ctendue. Car nous essayerons de 
montrer que les irrégularités dont nous venons de parler n auront que 
peu d'importance, aussi long temps que Ton s occupera, dans une question 
d'hydrodynainique, des parties qu'il est irnportant d'étudier ici. On se 
servira, en conséquence, des inoyens analytiques ordinaires et des anciennes 
ihctliodes. 

Dans ce mémoire d'introduction, nous envisagerons surtout, dans la 
mésure de nos forces, les principes eux inenies, pour en déduire quel est 
Teffet des passages d'un fluide a un autre et d'un mouvement a un autre. 
De eette maniére, les rdsultats que nous dcvelopperons, plus tärd, pour 
les liquides, nous tåclierons de lcs transférer aux fluides aériformes; et 
nous nous efforcerons de le faire dans toute Tétendue oii cela sera conipa- 
tible avec la différence de leur nature. Dans les mémoires suivants, nous 
aborderons alors les problémes spéeiaux, en supposant qu'on ait a traitcr 
des liquides. Nous y omettrons, au moins provisoirement, toutes les 
questions concernant les inoyens de modifier les resultats ou de les 
changer, peut-etre, profondeinent dans leurs points essentiels. 



I. 

Les équatlons hydrodynamiqueH et les relations emplrlques 

ou sku^plémeiUalres. 

I. Soit q hl densité, p la pression, et t le tenips. Désignons de 
plus par Xy i/j z les coordonnées d'un point M dans un systome daxes 
rectilignes et rectangulaires; soit enfin u, v, w les composantes de la 
vitesse suivant les axes. 

Dans un fluide doué d'une fluidité parfaite, les équations de mouve- 
ment s'écriront alors: 
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du 
dt 


^^ q d^ ' 


dv 
dt 


y J ^P 


dw 

~di 


y 1 dl» 

q dZ 



X, y, Z dc^signent les coinposanteis!, suivant les axes des .r, des y et 
des z, d*une force e.rtérieure, rapportée a ruuité de inasse. Et nous 
supposons, pour restreindre dans un certain but la géncralité, que cette 
force dcpende d'un potentiel, de sorte quon ait 

^--Tc^ ^-^' ^-^' 

Nous concevrons, en outre, 

I dp I dp i 9/> 

q d.e ' (/ ^y ' Q ^^ 

coninie les eomposantes d*une force intérieure sollieitant la menie masse. 
Elle provient de Taction des pressions sur les surfaces des elements et 
est eensée agir, eomine la précédente, dans tous les points de leur iiitérieur. 
Les forces des deux espéces produisent, par leur coaction, une force 
accélératrice, dont les eomposantes sont déterminées par 

du dv dw 



dt ' dt ' dt ' 

Ainsi les dernieres eomposantes se présentent comnic des dérivées totales 

par rapport au temps, et en développant on aura en coilséquence : 

* 

du du , du . du , du 

dt dt ^ dx ' dy ^ dz ' 

dv dv , dv , dv , dv 

dt dt' dx ' dif ^ dz ' 

dw dw , dw , div . dw 
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A ces équations il faut ajoiiter l'équation de continuité 

dq d(qu) d(qv) d{qw) ^ ^ 

3i5 ' a^ ' dy ' dz 

Elle exprime que la masse d'un element correspondant au point géomé- 
trique (r, ?/, z) ne variera pas pendant le temps. 

Nous aurons encore des conditions relativement a Tétat initial, aux 
surfaces libres, et a celles des corps qu enferme le fluide et qur le terminent. 

Si toutefois le fluide est indéfini et qu'il reste en repos a Finfini, le 
probleme se simplifie. La vitesse tendra vers zéro a Tinfini et la valeur 
de la pression vers unc limite constante. Soit maintenant 

F = o 

réquatjon .commune de toutes les surfaces des corps. Alors puisque, 
d*apres tune hypothése généralement admise, une particule döf fl'tride qui 
a un certain moment touche Tune de ces surfaces le fera aussi immédiate- 
jnent apres, ii faut qu'on satisfasse fi Féquation 

djp dF , dF ■ dF 

pourvu qu'on ait 1^ = o. 

2. Les cinq inconnues p, q^ w, r, tVj no peuvent étrc trouvées par 
ces équations toutes seules coinme fonctions des coordonnces et du temps, 
par conséquent comme fonctions de .r, y, z^ t. Il peut y avoir aussi des 
Solutions avec certaincs valeurs particuliéres de p et de qyp^ ety^. Elles 
correspondent a un étåt d'équilibrc qui n'existe pas, mais qui est censé 
pouvoir oxister virfuellemefit, puisque la force extérieure dépen<l d'un 
potentiel. 

Il est donc nécessaire, en étudiant, dans dos circonstances variées, 
les propriétes physiquos des fluides et les fluides des différentes espéces 
d etablir de nouvelles relations. Et ces relations empiriques ou snpplémen- 
taires devront ^^tre distinguées des équations plus proprement åxtes^hydro- 
(hfnamiqnes. 

3. En premier lieu, on peut avoir une relation connue d*avance, 
ou autrement dit, une relation sans aucun caractére infinitésimal. 
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Préalablement noiis nous bornons a représenter cette relation sous 
la foririe 

f[p^ q) = o. 

Nous supposons ainsi que les composantes de la vitesse, c'est a dire, que 
les trois autres quantités dont on cherche les valeurs (a coté de eelles 
de p et de q) n*y entrent pas explicitement 

Cependant, si le mouvcment ne joue pas un r61e direct, nous n ex- 
cluerons pas toute influence de ce coté. On peut étre eontraint d'admettre 
unc certaine imperfection dans la fluidité; et alors la fonction /J qui 
conviendrait pour certaines espéccs de mouvements, devrait au moins 
contenir des cmstantes qui pourraient variér en passant d'un probléme 
donné a un autre. Il 8'ensuivrait qu'en donnant une fois ä celles-ci dos 
valeurs correspondant au mouveinent qu'on examinera, une autre fois 
des valeurs correspondant ä Téquilibre, la valeur de jp, jdéduite de la 
relation précédente, ne colnciderait pas avec la valeur de p^ correspondant 
au dernier état. 

4. Particuliérement la relation pourrait ne pas contenir la prcssion. 
On aurait donc une équation exprimant que 

q — Const. 

Ainsi q est maintenant constant, et a tonjoilrs la meme valeur. 

Jwidemnient il sagit ici des liquides. . 

Mais en passant de ces corps fluides de la mécanique rationnelle a 
ceux de la nature, il ne faut plus les concevoir, en sens absolu, comme 
incompressibles. Au lieu de dire quil ny a pas de liaison entré la 
pression et la densité, ou bien entré la pression et la condensation, on 
doit donc adinettre qu'il en existe; et méme, si cela parait nécessaire, on 
devra dans Vequation empirique et généralisde, introduire des quantités 
ayant rapport au mouvcment. Comme pour les fluides en general, la 
pression sexprime ainsi, approximativement, en fonction linéaire de la 
condensation, les coefficients pouvant étre considérés comme constants ou 
non. Joutefois, les variations de la densité étant extrémement petites, le 
coefficient du terme contenant cette condensation aura une valeur d^autant 
plus grande; et il en est de méme, par oonséquent, de la vitesse de 
propagation. 
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Ces variations n'ayant ordinairement aucune importance en elles- 
mémes, on renonce ä les chercher; et en allant ä la limite, on remplacera 
la relation empiriquo inconnue, et plus exacte, mais peut-étre beaucoup 
plus compliquée que celle dos fluides élastiques, par une équation tres 
simple, q = const, Cela nous permet de résoudre les problémes, lors 
méme qu il sagirait d*évaluer les pressions. 

L^évaluation des condensations, tant qu elles proviennent des mouve- 
inents, sera donc aussi une question secondaire pour cette raison que 
ce sont les fortes variations principales des pressions qu'il .faut d'abord 
connaitre, au moins approximativemen t. S'il devenait nécessaire de 
déterminer les condensations, bien que leurs valeut^s soient si faibles, 
on devrait recourir a la relation empirique donnce avec la seconde 
approximation. Mais les variations additionneUes des pressions étant du 
méme ordro que les condensations, on serait amené a chercher ensemble 
les unes et les autres; ce qui donnerait lien a de nouveaux problémes 
ayant de Tintérét dans le cas ou les effets des pressions principales 
8'61imineraient. 

5. La relation entré p ot q pnurrait ensuite ötre telle que méme en 
se tenant a la premiére approximation, la pression y entrerait avec la 
densite. En d'autres termes, la condensation n'est plus négligeable; et la 
pression ne peut étre évaluée séparément. 

En résolvant par rapport a jh ^^ parvient donc a une équation de 
la forme 

P = f(?)^ 

tandis que pour Téquilibre on aura généralement 

Po = 9^o{%)' 

L'indice o ajouté a ^ désignera qu'on a varié convenableinent les constantes 
de la fonction. 

Ordinairement la pression s'exprime de la maniere indiquée, c'est a 
dire sans aucune tlépendance directe du mouvement, lorsqu'il slagit des 
fliiiiles elastiques. Mais il faut distinguer entré deux cas: le cas ideal et 
un autre qui est plus complexe. 

Tout étant pris le plus simplemenf, une loi commune existera pour 
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réquilibre et pour lo inouvement. Cest celle de Marktitk, d^apres lii- 
quelle la pression est proportionnelle a la densité. On a donc 

p = kq 

Po = Mo » 

et les fonctioiis ^ et ^^ sont identiques. 

Mais si^ Ton 8'éloigne de plus en plus de Téquilibre, si les mouve- 
ments sont tres forts ou qu'ils varient rapidement, on peut étre forcé de 
tenir compte des modifications que subira cette loi fondamentale. Pour 
conformer les resultats du calcul ä ceux des expériences, on sera alors 
amené a regarder ^ comnie difFérent de ^^, 

6. La forine de j?, dans ce oas complexe, n est pas encore donnée. 
Mais si, au lieu de la densité, on introduit de nouveau la condensation, 
et que celle-ci soit toujours petite, on peut se borner aux premiers terines 
dans lé developpement en serie. Aucune autre chose n'est donc inconnue 
que les valeurs de quelques coefficients. 

Dans un certain sens, tant que ces derniers peuvent étre considérés 
comme constants, la relation empirique sera donc toujours connue cTavance. 
Toutefois, suivant le caractérfe du mouvement, on sera conduit a prendre 
les coefficients tantot avec certaines valeurs, tantot avec d autres. 

Si les mouvements ont un caractere assez irréfjulier, ni Tun ni Tautre 
systcme de coefficients ne convient plus. La relation empirique ne peut 
alors étre représentce par une équation de la forme simple f{py q) = o, 
et la question doit étre considérée d'un point de vue plus élevé. Nous 
reprendrons cet objet plus tärd, mais sous certaines conditions simplifiantcs. 

7. Les choses se compliquent aussi lorsque de ces questions relatives 
aux fluides élastiques (dans le cas d'une élasticité imparfaite), on revient 
aux liquides, mais quon les étudie quand ils cessent d'étre iKyinogénes. 

Dans ce cas la relation empirique, ou plutöt supplémentaire (puisqu'on 
n'a plus recours ä des propriétes qu'on puisse a proprement par ler appeler 
physiques), nest pas donnée sous forme finie; on est ^lors conduit a une 
cquation diffcrentielle. En effet, on aura la condition différentielle 

dg 

5? = °' 
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ou en développant 

coiidition qui exprime quc la densité des purticales, quoi(iirelle diffore de 
lieu en lieu au inéme instant, et de teuips en temps au ineuic point, 
denieurera invariable pendant leurs niouvenients. 

8. On peut donc avoir a traiter des problcmes coneernant les li- 
quides dans des cas oii ils ne sont plus hoinogénes, ou bien ou ils sont 
censés n'ctre pas absolument incomprcssibles. Pareillement on pourrait 
rencontrer des probleines relatives aux fluides élastiques dans des cas 
ou, a cause des phénomones internes qui se développent, tout se passé 
eomme 8'il y avait des défauts dans leur élasticité. Nous ne parlons pas 
niéme des conséquences de la viscosité, a laquelle on devrait avoir egard 
d*avanee, dans les equations des mouvenients. 

La solution de tels problenies en partie hydrodynaniiijues, en partie 
physiques, présenterait de grandes difficultés. LorsquMl devient question 
de travaux intérieurs, que Ton néglige ordinaireinent, il faut rccourir a la 
théorie inécanique de la chaleur; et méme on pourrait étre contraint de 
la conibiner avec la théorie analytique de la propagation de la chaleur. 
Cela serait nccessaire, soit que les inasses fluides cchauffées se meuvent 
de telle fa9on quen moyenne, dans le cours d'une période, on ait repos, 
soit qu'elles se meuvent d'une nianiére plus générale, de sorte qu'on 
comniettrait une trop grande erreur en négligeant leurs déplacements 
continus. 

Mais quelles^que soient les difficultés a vaincre .en niettant le pro- 
bléme en équation, et en le résolvant, au ipoins il existera une solution. 
Les cinq inconnues 

2), q, Hy Vy w, 

s exprinieront ainsi au nioyen de certaines konstantes et des quatre variables 
indépendantes x, //, z^ t. Et celles-ci étant éliminées, on obtiendra une 
relation de la forme 

f{p, Qy w, ^, tv) = o. 
Il entrera donc, en general, dans la relation enipirique, non seiilement la 
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pressiofi et la densité, inais aussi les composantes de la vitesse. En outre, 
on aura un nombre de constantes dépendant de celles du probléine. 

On peut donc supposer que dans tons les oas Ton posséde une rela- 
tion empirique sous fonne finie, et qu'il ny a jamais a s\)ccuper que 
d*une seule équation supplémentaire. Nous la désignerons conime réduite 
a la forme finale, 

D'apres cela, n'ayant rien a faire avee de nouvelles quantités et de 
nouvelles équations différentielles, on fera, suivant la nature du problenie, 
différentes hypothéses quant au caractére de la relation. Ensuite on 
eoniposera les resultats du calcul avec ceux des observations, pour en 
conclure dans quel oas et dans quelle ctendue CQi^ hypothéses se rönt 
utiles. On renonce donc ii poursuivre les solutions par le moyen des 
ipéthodes directes, conduisant ä des' difficultés insurmontables, pour pouvoir 
obtcnir, par d'autrcs voies, au moins quelques indications de ce qui se passé. 

Dans un cas important, qui a rapport aux fluides gazeux, cas que 
nous allons traiter bientot, nous nous baserons en particulier sur eette 
maniére de voir. 



IL 

Vm^^iation d/une vibration uniforme ä une autre, et changeinent 

des coefficientH dans la relation empirique. 

9. Nous reprenons la question de savoir comment se présénte la 
relation supplémentaire dans le cas d*un fluide élastique, lorsqu^elle est 
réduite a la forme finale. 

Comme la plus grande généralité le demande, nous posons ainsi, 
préalablement, p comme fonction de y, w, v^ w, donnée par Téquation 

f{pj Qi ^h 'N '<•) = o. 
Mais nous faisons la restriction que la vitesse dépend d'un potentiel. 
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Puisque la force est déterininée aussi a Taide d'un potentiel, on 
déduit des équations du mouvement que les termes ^ etc. sont des 

q dx 

dérivées partielles par rapport aiix coordoimées, d'inie seule fonction 
— P; et Ton en conclut que la pression, pourvu quun tel potetitiel existe, 
est fonction de la densité sans contenir les u, v, tv. 

Pendant le temps oii dure un état de potentiel, le mouvement ne 
joue dont aucun röle direct dans la relation; et Ton revient ä Téquation 
plus simple f[p^ q) = o, ou 

p -^ (p{q). 

Uéquation correspondante pour Téquilibre est 

Po = 9M = *?o- 

Mais rien ne décide, quand on ne se borne plus ä considérer les fluides 
sous le point de vue le plus ideal, si ip et jr^ seront les mémes fonctions. 
Ainsi en passant d'un ctat de potentiel a un autre, la fonction ^ 
pourrait changer. 

I o. Imaginons-nous que les vitesses ne varient que faiblement de 
temps en temps, et que, de plus, elles ne soient pas bien fortes. 

La chaleur qui, en vertu de ce manquc de Tidcalité, se développe 
dans les condeiisations, aura alors le temps nécessaire pour s'échapper, 
en étant conduite aux parties environnantes du fluide et aux corps; et 
de méme les dilatations ne seront accompagnées d'aucun refroidissemenf. 

II est donc naturel de supposer que la loi de Mauiotte, qui est vraie 
pour Téquilibre, le soit aussi sous les suppositions actuelles; et cela méme 
si la pression a essentiellement son originc dans les mouvements, aucune 
force extérieure n'agissant. Les fonctions (p et jr^ sont ainsi les mémes 

et la derniére étant connue, on en tire 

« 

coininc au 11° 5. 

Si ensuite Ton y introduit la condensation <t, en posant 

<7 = ??o(^ + ö")' 
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on obtiendra 

P = kg, + kg,(T. 

La pression sera donc, exactement, uno fonction linéaire de la condensa- 
tion. EUe a, de plus, un earactére special, puisque les deux coefficicnts 
son t égaux. 

11. Nous choisissons, en second lieu, le mouvement d'une telle 
maniére que les vitesses, ineme si elles restent toujours faibles, varient 
assez rapidenient en grandeur et en direction. Gette eirconstance pourrait 
étre remplaeée aussi par une plus grande intensité, sans que les variations 
soient bien prononcées. 

Rien n'emp6che d^ailleurs qu on ait le méme probléme qu'auparavant: 
un probléme de vibration, par exemple, oii la pcriode des vibrations cliez 
les corps donnant lieu aux mouvements du fluide, serait raecourcie 
considérablement, sans que Tintensité de celles-ei fut anioindrie. Ou bien 
rintensité pourrait étre forteinent augmentce sans que la durée des péri- 
odes flit diminuée. — Nous ne considérerons pas les forces extcrieures, 
de sorte que q^ sera constant. 

Dans le cas des courtes périodes, la chaleur qui se produit n'a que 
tres peu de temps pour se dissiper. Car il y aura une disproportion 
entré la conductibilit^ et cette rapidité avec laqiielle les condensations et 
les dilatations se succédent. D'autre part, lorsque les araplitudes croissent 
sans que la durée de la période change, de plus grandes quantités de 
chaleur se développent ou s absorbent. Et a cause de la longueur des 
ondes, la dissipation ne sera pas coinplcte. On ne doit donc non plus 
négliger TeflFet des variations de lå température. 

Comme une conséquence de son augmentation dans les condensations 
et de sa diminution dans les dilatiitions, Ton obtient durant les pfeniicres 
une pression plus grande que d'aprcs la loi de Mahiotte, durant les 
derniéres une pression plus petite. En general, on parvient a une relation 
entré la pression et la densité dont les constantes dépendent de la durée 
des périodes et de la grandeur des ainplitudes. 

1 2. Appliquons cela au premier cas, mais en allant ä la limite. 
Il y aura donc une extreme rapidité dans les variations de la vitesse. 
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Au inoycn de la théorie inécaiiique de chaleur, la pression se déter- 
mine alors comme il suit 

X désignant le rapport entré la chaleiir spécifique a pression constante et 
la chaleur spécifique a voluine constant. 

Donc les fonctions (p et f^ sont maintenant, méme analytiquement, 
diffcrentes. Pour Tair atmosphérique, on a d'ailleurs trouvé 

X = 1,4; 

de sorte q ne Tccart se montre bien essentiel. 

Introduisant, cette fois encore, dans Téquation entré j) et q la con- 
densation, on en déduira 

1^ ^JqI + x.jgl(T+ ... 

Par suite, si p se réduit a p^ lorsque (t s^annule, et qu'on admette que 
p^ soit egal a kq^y ou ii la pression d^équilibre, la formule précédente 
deviendra 

Si non, on peut bicn encore poser: 

mais j9^ aura une valcur modifiée. 

Ainsi, soit que le terme constant ait varie ou non, la pression cesse, 
a la rigueur, d'étre une fonction linéaire de la condensation. Et si, en 
outre, on néglige les puissances supérieures, et qu'on forme de cette sorte 
une telle relation lincaire et approchée, il ny a plus égalité entré les 
coefficients, x étant plus grand que Tunité. 

13. Mais passons ä un mouvcment de potentiel auquel il corres- 
pond dos vitesses de vibration ayant une intensité moyenne et dans lequel 
la durée des pcriodes nest plus si excessivement court^. 

Alors, conime nous Tavons dit, il y aura bien une dissipation de la 
chaleur, mais elle ne sera pas si compléte qu'on puisse regarder la 
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température comme restant constaiite. Il sera donc certainement difficile 
d'indiquer la fonne exacte de la fonction. On posera, en conséquence, 

et Ton se- réservero, en ayant égard au caractére du niouvement et aux 
propriétés du fluide, de déterminer, pour chaque oas, les termes principaux 
danfl le développement suivant les puissances de (t. 

Or si Ton se contente de gärder, a cötc du terme constant, celui du 
premier ordre, on peut se figurer qu'on soit parti d'une .formule analogue 
å celles des cas précédents: 

X est alors un nombre compris entré i et x. Quant a ./, on pourrait 
adinettre que 

Po ■= jVo ^ ^'9o ; 

ce qui signifierait que la pression se rcduit a eelle de Téquilibre, lorsque 
la condensation s^annulc. Ou bien, on pourrait laisser la valeur de J 
indétermince, en n acceptant pas comme certain qu'une coTfncidence absolue 
existe. 

1 4. En resumé, on peut donc prétendre que toujours lorsqu'il existe, 
a la fois, un potentiel de force et un potentiol de vitesse, et qu'il est 
permis, en méme temps, de négliger la seconde puissance de la condensa- 
tion, on parvient a une relation de la forme 

Nous laissons indécise la question de savoir si p^ coKncide avec le jp^, qui 
correspond a l'6quilibre, c'est a dire a kq^j ou 8*il y a entré eux une 
difference. Mais ni p^^ ni A ne dépendront de la vitesse. 

p^ et A (l*un ou tous deux) varieront, au contra ire, de problems en 
prolMme, avec la durée des périodes et a\^c la grandeur des amplitudes. 
Ils pourront dépendre aussi d'autres constantes se rapportant a la nature 
du fiuido et aux niouvements comme aux formes et au nombre des corps 
qu'il contient. Nous supposerons surtout dans ce cas que ces corps soient 
animés de mouvements vibratoires synchrones, et en suppos^ant que ces 
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inoiiveiiioTits restoait bieii régurKTS ou uulformes, iious lulinettrons, coinme 
on le fait ordinnireincTit, qu'un potentiel puissc exister. 

Pour un autre choix des constanfes da pyohlcme. les coefficients de la 
relation einpiriqiie se modifieront aussi. Mais il est l)on de reniarquer 
que eVst seuleinent pour des variations tres grandes des premieres (|u'il 
peut etre que.stion d'une variation sensible des seeondes. 



III. 

• I 

VibrdtiouH variécs. Chaiujemeiit da caracteve de la relation 

euiiHviqae. 

15. Ayons tonjours égard au déveloj)peinent de la ehaleur; et fai- 
sons voir que la relation cherehce pourrait revetir aussi un earaetere 
différent. Il en sera ainsi, par exeniple, si les vibrations des corps, qui 
sont la cause des rnouveinents, ne sont plus régulieres. 

16. Pour le reconnaitre, eonsidérons une espece particuliere de tellcs 
vibrations variées. 

Au commencement, la durée des periodes, si Ton en peut parler 
encore, est eensée etre tres longue; et les vibrations sont supposées a peu 
pres uniforines. Vers la fin, au contraire, cette durée deviendra excessive- 
ment eourte, et les vibrations seront de nouveau a peu prés réguliéres. 
Nous supposerons aussi que Tintensitc des vibrations soit alors diininuée, 
en sorte que les condensations dans les deux cpoques ne différeront que peu. 

Mais il existera ainsi un temps interinédiaire oii les vil)rations com- 
menceront a varier plus .fortement; cette variation ira d'abord en croissant, 
Tintensitc s'affaiblira graduellement, et la rapidité avec laquellc les vibra- 
tions se succedent augnientera; puis la variation deviendra plus lente, et 
enfin le nombre des vibrations dans Tunitc de temps, ainsi que Tintensité 
de ces vibrations tcndront de nouveau vers des limites constantes. 

1 7. Si donc la valeur A = i convient dans le premier temps, pourvu 
qu'on raisonne conime si un mouvenient de potentiel fut exaetement 

Ada maihemaifca. 4. Impriroé 80 Norembrc 1883. ]g 
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possiblo, X finira pnr proiidre iino viileur s^npproclinnt do y. Cnr nux 
niemes condensatioiis, il repondra de plus fortes pressions. 

Cependant, A, qiii varierait ainsi dans le meme probleine, ne contient 
pas le tenips explicitement; puisque, dans la relation déterininant la 
pression, les quantites y, ?f, v, ?r, oii au lieu de celles-ei ö-, ?/, t;, ?r, 
remplacent le temps et les coordonnées. 

Adinettons donc, comnie ailleurs, quo les puissances de c i)lus hautes 
(|ue la premiere puissent étre nogli<];ées. Figurons-nous, v\\ conséquonce, 
que la pression soit représentée toujours par une écpiation eoinnie eelle 
qui précede: 

ou bien 

Cela ctant, au moins A ne peut etre indépendant des variations des niou- 
venients; ee coefficient K sera ainsi une foncihn des composmites de Ja rUa^sc, 

1 8. On ne peut meuie surenient prétendre que p^ est (»onstant. A 
a-^Oj aussi bien qu*a a = a^j il pourrait correspondre des pressions 
diflférentes. Voici en effet une raison en faveur de la variabilité de p^ . 

Nous savons qu'a la limite, lorsque le nonibre des vibrations (dans 
Tunité de teinps) devient de plus en plus grand, sans que Tintensite soit 
trop diminuée, / tendra vers une valeur const^inte, x (|ui est le raj)port 
entré les clialeuvs spéeifiques ii pression constante et a volume eonstant. 
Cependant il y aura aussi une diflférenee, bien qu*ordinaireinent faible, 
entré les vitesses de propagation a dans le eas d'une petite et dans le 
cas d'une grande intensité des vibrations. Mtiis a pouvant ainsi varier 
tandis que ^ coniiue on Tadniet, eonservera une valeur peu difVérente de 
Xj de Téquation 

p^x^iiy 

on conclut que p^ eliangera aussi. Particulierement il le fera de maniere 
qu*il croisse avec Tintensité de la vitessct vibratoire. 

On sait encore que dans le voisinage d'un corps d'ou part un ébranle- 
nient soudain et violent, e'est a dire préeisénient la oii le niouvenient est 
le plus fort, la vitesse de propngation aura de plus grandes valeurs qu'a 
des distances eonsidérables. 
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19. Eli mcnie tciiips; quo les coefficicnts varient, le iiiouveinent dans 
le fluidc changc aussi de caractere. 11 cesse, rigoréusement parlaiit, d'etre 
un inouveineiit de j)oteutkL Car p ne dépendant plus de q tout seul, 

les tiTHies ^ etc. ne pcuvent etre exacteinent des dérivces partielles 

q dx ^ * 

(Kune fonetion unique. 11 en sera donc le nieme des eoniposantes de la 

vitesse. 



IV. 

Vibrations uniforniénient variécs. 

20. Parmi les mouvenlonts vibratoires et variées, il y en a quelques- 
uns qui, étant les plus clénientaires, niériteront une attention spcciale. 
Nous les désignerons sous le noui de vibralions uniformément variées; et 
on doit bien les distinguer de. ces mouvcMnents conipliqués dont nous nous 
soninies servi, plus liaut, pour niettre en évidence un caractere plus general 
de la relation enipirique. 

Montrons par un exeniple, tres facile a généraliser, coniment d'un 
probleine de vibrations unifornies on passera a des problémes voisins dans 
lesquels on rencontrera des vibrations variées de Tespéce indiquée. 

Nous considérerons en coinmenc/ant le cas qui nous parait le plus 
elénientaire et le plu;3 instructif, et nous varierous ensuite un a un les 
elements du probléme. 

Aussi longtenip.^, en effet, qu'on ne sait pas truiter la question ration- 
nellenient, avec toutes les ressources que fourniraient les branche$ diverses 
de la niécanique de la chaleur, il fa ut se borner a eherclicr <[uelle est 
la fornie approchée des fonctions, ou quel est le caractere de ces nouvelles 
constantes qui, dans des circonstiuices siniplifiantes, pourraient remplacer 
les coefficients des anciens problémes. Et dans ces recherches, basées sur 
des faits expérimentaux niais incomplets, nous ne nous guiderons donc 
que sur des considérations générales concernant la nature des fonctions 
telles qu'elles se présentent le plus ordinairenient. 
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Nous supposcrons, jusqu^a ce que les conséquciices obtcnucs exigcnt 
des modifications dans un sens dcterniiné, que ces fonclions eherchées ne 
j)rosentent aucune espece de swgularité quant a leur continuité, quant a la 
])ossibilitc d^etre dcveloppées etc. 

Naturellement les resultats auxquels on doit s'attendre dans de telles 
conditions ne peuvent consister alors (ju'en de petites extensions et modifica- 
tions des relations connues. Un objet principal de ces discussions sera 
donc de montrer qu*on peut encore se servir de ces relations pour des 
problcMnes d'une nouvelle especo, traités- approximativement, en attribuant 
seulement aux coefficients des valeurs diftérentes. 

2 1. Nous considerons une spliere »pulsantcD, c/est a dire une splierc 
don t le volunie varie, coinme la source dVm dcrivent les mouvements 
dans le fluide. Le centre de la sphere est au repos, et la vitesse radiale 
a sa surface est determinée par une expression de la forine suivante 

j m\ht. 

Si maintenant j et h sont des constantes, un mouvement de potentiel 
sera possible. Dans la relation enipirique, p^ et X sont donc aussi des 
constantes, dont les valeurs dependent seulement des constantes du pro- 
bleme, ./ et h\ et celles-ci ne changent que lorsquon passé d*un probléme 
fl un autre. 

2 2. Mais rintensite ,/ des pulsations pourrait varier avec le temps; 
nous supposerons (ju^elle en soit une fonction linéaire: 

Ou bien //, qui indique le nombre des vibrations dans Tunité de 
temps, ou la hauteur du son, serait, d(i son coté, variable; et serait de 
nouveau une fonction linéaire du temps: 

Alors Targument ht du sinus, qui pourrait etre comparc a un nombre 
croissjint, ou a un clicmin parcouru, deviendrait une fonction de 5^cow^/ degrc: 
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Dans le premier cas, Tintensité varie doiic cVune maniere uniforme, 
mais la vitesse 8'annule périodiquement. En d^autres terines, le son devient 
plus fort GU plus faible, mais la hauteur reste la méme. 

Dans Vautre cas, Tintensite se conserve, et la vitesse s*annule apres 
des intervalles de temps inégaux; c'est a dire, que la hauteur change, 
mais qu'il n'y a pas de variation en intensité. Ici cependant le mouve- 
ment n'a plus immcdiatement un caractere aussi simple; nous emploierons 
néanmoins la dcnomination proposée, puisque, en quelque sorte, il existera 
un mouvement coordonné et uniformément varié, avec lequel on peut comparer 
le mouvement considcre: c est celui qui est indiqué par V argument, ht. 

On se prépare aingd le passage a des problémes plus généraux, 
dcpendant, cette fois, de trois constantes y^ , y^ , h ou j, h^, Aj ; et Ton y 
arrive en variant ou Tintensité ou le nombre des vibrations. 

23. En faisant abstraction du signe, nous prenons d'ailleurs comme 
mésure de la premicre grandeur, ^Vintmsité variabler ^ le fonction-facteury ou 

Jo +JJ' 

Jq est la valeur initiale de Tintensité variable, la dérivée j^ est la fluxion 
' de cette intensité; elle indique donc avec quelle vitesse elle croit. 

Pareillement la rapidité, dans la succession des vibrations, peut se 
mesurer comme une vitesse, en prenant la dérivcc d'une certaine fonction 
par rapport au temps. Cette fonction est Vargument de la fonction péri- 
odiquc; et la vitesse cherchée, dans le mouvement coordonné, est donc 

h^ se rapporte au temps initial, h^ désigne de quelle maniere saccélere 
cette vitesse spéciale, ou bien la fluxion de ce mouvement fictif. 

On observe aussi que si Ton prend un temps r + ^ tres voisin de 
r, et que Ton néglige une quantité du second ofdre, Targument devient 
a une constante prés egal ii 

{K ■\-Kr)t. 

On en conclut que, pourvu qu'on iixe un certain moment r, on peut 
considcrer le nouveau coefficient Ä., ou 

Är = /'o + ''l^^ 



142 C. A. Bjcrknes. 

comine inverscincnt proportioiincl, nu irioincnt doiiiie, a la diirec (l*une 
période, ou coTnino indicjuaiit la hautcuir du son au iricmc moment. 

24. Pour iixcr los idéecJ, occupons-nous particullcrement du dornier 
probleme. Le premier se traite de la méine maniere, et il n'y a de 
diffcrences que dans les eonchijiions aux<|uellcs on arrivera. 

Nous designons par U la vitesse au point (.r, ?/> z) du fluide. Si 
done les mouvements qui sV produiscnt n'ont d'autre cause que les 
pulsations de la sphere, la vitesse est radiale; et elle ])eut étre et positive 
et negative. Au lieu d'exprimer p^ et / comme fonetions de w, Vj Wy 
contenant les constantes ,/, 7/^, Äj, on peut done dire (ju ils dépendent des 
inétnes eonstantes et d\ine setde rarkible U. ' 

De cette fa<;*on, on aura encore des valeurs diflférentes pour les 
coeffieients suivant qu'il slagit d'un cloignement ou d'un rapprocliement 
par rapport a la sphere. 

i". Nous allons introduire cependant une restrietion bien naturelle: soit 
qu'elle tienne a la nature des choses, soit quelle n'ait pour but que de 
degager du grand nombre de j)roblemes un nouveau groupc, qui puisse 
étre soumis au ealcul. Faisons Tliypothese que la pression, quoique <U- 
pendant de la vitesse, soit indépendante de sa direction,^ 

Si V désigne le earré de la vitesse, on aura alors 

p. - rU K^ ^'1» y) 
)^=flh K, /^, V). 

2". Ensuite, tant que Targument sera assez sim])le pour reprcsenter 
en lui-meme Un niouvement uniformément varié, nous admettrons qvfon 
8'approelie suffisanient de la vérité en eonsidérant, jw?/r toide répoquc, <f 
et f comme des fonctions dévcloppabJes suivant les puissanccs en t ir res de V, 

Cela étant adinis, les fonctions essentiellement positives c et f seront 
d'une telle nature que si Ton y pose 

Äj --- o, 
que par suite, V ^e reduise a V^, les valeurs que prennent ces expressions 

fr(y, //,, o, FJ et /(./, Jf,, o, FJ 
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ne (lépendent pas de V^. Cependant V^ aiissi bien qnc V peut preiidre 
un noinbre infini de valeurs. Nous en coneluons, puisqu'il existe un 
développenient suivant les puissances de F, qu'aussi les expressions 

fU hy o, V) et f{J, \, o, V) 

sont indépcndantes de V. 

Dans la relation ernpirique, écrite sons la fornie 

m 

m 

Pq et X sont done d'abord des fonctions des constantes fondamentdlcs, j, h^ , 
h et du carre de la vitesse au point donnc; nous pourrons dire aussi 
qu ils dépendent de Yénergie au point et des mernes constant(\«5. Et panni 
ces dernieres, la constante Äj , qui déterinine eomment la hauteur du son, 
représenté par les vibrations de la sphore, s*eleve ou s'abaisse, entrera 
dans les fonctions (f et /* d'une maniero caractéristique: quelles quc^ soient, 
en eflfet les valeurs qu'on attribuera a F, considéré conimo une variable 
indépendante, si Von égnle h^ a zéro, V s eliminera. En d'autres terines, 
Ton aura 

(f[j, Ä,, O, V) = jr(./, Ä,, o, o) 
/"(./, K , o, F) = f{j\ \ , o, o). 

25. Soient, de plus,* U et U^ des quantités tres petites, F et F^ par 
suite des quantités du second ordre. Développons alors, * conforinéinent 
a la seconde hypothése, ^ et f suivant les puissances croissantes de F 

Cela pose, si Ton négligo les puissances supérieures, ni p^ ni Å .ne 
contiendront plus la vitesse, et Ton aura simpleinent 

1\ = fU hy hy ^) 

^= f{.h hy hy o). 

Il sVmsuit que dans le cas de vibrations nniformément variées et de 
petites vitesses, on -aura le grand avantage que la relation conservera sa 
forme normale; toutefois, il faudra, pour cela, négliger les quantités du 
second ordre. 2\ ^^ ^^ dépendront ensuite de trois constantes, ./, //^, ä^: 
ou bien de Vintensité des vibrations, de la vitesse initiale dans le mourement 
coordonné, et de la fluxion de ce mouvement ficlif. 
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Cela ne coiivient copendant qiie pour un temps fini, Etant donnée 
iine telle époque, on dirninuern, si cela devient nccessaire, Tintensité jusqu ii 
ce que la relation acquiere le degré d'exactitude que Ton demande. 

26. On remarquera que si la vitesse vibratoire ne peut étrc ncgligée 
dans les cxpressions de <p et de /J celles-ci, en conséquence des hypothéses 
admises, auront essentielleinent un caractcre oscillant. 

La vitesse de pulsation, bien que ses périodes soient inégales, s'annulera 
une fois dans cbacune des moities. A lof surface du eorps, ^ at f doivent 
donc aussi reprendre les valeurs correspondant aux irioments ou la vitesse 
est nulle. Et c'est seulement a cause d'un chanijenient de la condensation 
que la pression, dans des moments différents de cette méme espéce, pour- 
rait acquérir des valeurs modifiées. 

Hors du corps, a de plus grandes distances, il en pourrait etre 
autrement, puisque dans le fluide élastique la vitesse ne disparaitra pas 
simultanément en tous points comme dåins le liquide. Mais la les mouve- 
ment5 sont aussi plus faibles. 

Donc f^ et fy et par conséquent les coefficients, j;^ et A, reprendront 
dans chacune dfis périodes une fois une ancienne valeur k la surface du 
corps; et, approximativement, cela aura lieu aussi quand on s'en éloigne. 
Les coefficients auront donc un caractcre oscillant comme nous venons de 
Texpliquer. 

Afin qu'il en soit autrenjent, il faudrait que les fonctions soient d'une 
espéce plus transcendentale; de sorte qu^elles ne pourraient pas étre 
développées suivant les puissances de V. Elles devraient acquérir ainsi 
de nouvelles valeurs cbaque fois que V s'annulerait. 

27. Si en laissant ces problémes ou Tintensité se conserve, on revient 
a ceux oii il n'en est pas ainsi, les coefficients subiront des changements 
plus forts. Car quoique V s^annule encore périodiquement sur la surface 
du corps, ni la ni a des distances plus on moins grandes de cette surface, 
ses valeurs mo3^ennes, pendant le cours d'une période, ne seront plus 
essentiellement les mémes de temps en temps; on arrivera donc au 
méme resultat quant aux fonctions jr et fy ou bien quant aux 2^0 et A. 
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V. 

Suite sur les vibrations vartées. Petites vitesses et seconde 

ap2jroximution. 

28. Généralisons les conötdérations précédcntes en ne considérant 
pas seuleinent une sphére pulsante uniq[ue. Etendons-les ä un noinbre 
quelconque de corps de forines diffcrentcs effectuant des vibrations iini- 
formément variées de toute espoce. Ayons cnfin égard a la seconde 
puissance de la condensation. 

Cela pose, nous écrirons 

p^ étant la valeur constante que prendra la pression p si a la fois la 
condensation et la vitesse s'annulent. Pour plus de simplicité, nous sup- 
poserons qu'il n'y ait pas de forces extérieures. 

Donc si Ton admet toujours, comme plus haut, que la pression ne 
dépende pas de la direction de la vitesse^ Q, A et /i peuvent ctre considérés 
comme fonctions seulement de V (c'est a dire du carré de. la vitesse) et 
des constantes du probleme. 

Nous admettrons de nouveau qu'il soit permis de les dérélopper 
suivant les paissan^es entiéres de V. Et nous le fcrons aussi, si les vibra- 
tions ne sont plus uniformément variées, mais quon puisse seulement les 
considérer comme telles en n^ s'occupant que d'un intervalle de temps 
assez court. ^ • . 

29. Pour arriver ä des resultats plus détenninés, reprenons ici la 
supposition simplifiante que les vUesses soient tres petites. Mais gardons 
les quantités du second ordre. Cela n'empéche pas, comme nous le savons, 
qu'il puisse exister des accelerations marquées ou de grandes variations 
dans la rapidité avec laquelle les vibrations se succedent. 

Cela étant, X ctt^/i seront indépendants de F, car autrement on aurait 
des termes d'un ordre trop élevé. . 

I Aeta mathematica. 4. Tmprimö 29 Novcmbro I8K3. |C) 
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Q, au contraire, en dépendra, et Ton trouve 

Qy en effet, s^évanouit quand on fait converger V vers zéro. D'un autre 
cöté, v va disparaitre, si Ton fait varier les constantes de fa9on ä revenir 
ä un probléme de potentiel. 

Ainsi on arrive a la relation 

^f /^y ^y Po^ étonf des constantes, On observe encore qu'en passant au 
probléme de potentiel, v 8*annule, et les autres coefficients prennent, 
respectivement, des valeurs différentes. ♦ 

30. Donnons maintenant aux constantes fondamentales des valeurs 
peu différentes de celles qui correspondent ä un probléme de potentiel. 
En considérant un intervalle de temps assez court, on peut donc s*imaginer 
qu'a c6té des constantes originaires, représentées par 

on en aura d'autres représentées par 

et qui seront tres petites. Nous les désignerons comme les constantes 
d' acceleration. 

Alors u devient une quantité du premier ordre, et Ton aura simplement 

• 

31. D'aprés cela, en résumant et généralisant, on parvient a la 
proposition suivante: 

Si la pression, exprimée comme fonction de la condensation et de la 
vitesse, est censée étre indépendante de la direction de celle-ci; si, de 
plus, les vitesses sont tres petites, de sorte qu'on- puisse négliger les 
quantités d*un ordre plus élevé que le second; si enfin les constantes du 
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problémc soiit tcUes que, rigoreusement parlant, aucun potentiel de vitcsse 
n^existe: alors, sauf un tenne d'énergie 

la pression sera une fonction de second degré par rapport ä la condcnsation. 

Les coefficients varient avec les constaiites du probléme; et, en fais- 
sant tendre vers zéro les constantes d' acceleration, le terme d'énergie 
disparait 

Si enfin ces derniéres sont tres petites, avec Tapproxirnation demandée, 
la pression deviendra seulemerit fonction de la condcnsation. 

32. Toutés les fois que le terme d'cnergie ne disparaitra pas, toutes 
les fois par conséquent que les constantes d*accélération auront des valeurs 
finies, ce n'est qu improprement qu'on pourra parler d*un potentiel de 
vitesse. Mais nous le ferons encore, pour des raisons que nous dévelop^ 
perons, pourvu que toujours les vitesses soient tré^ petites. 

Nous remarquerons que les termes -^ etc. ne sont plus, absolu- 

ment parlé, des dérivces par rapport aux coordonnées. Car quoique q 
sexprime par /r, p ne dépend pas de (t tout seul. 

Cependant, si Ton se rappelle que les termes du troisiéme ordre 
doivent étre négligcs, Texpression précédente peut étre con<;ue comme 
provenant d'une différentiation. En effet, le carré V de la vitesse étant 

du second ordre, s^écrira (en posant d^ailleurs p^ == A;g'^), de la 

maniére suivante: 






et cette expression est la dérivée par rapport ä x d'une autre 



ou 



P = Ä(ivF+A(^-i^') + i/£<r') 



On peut donc dire que, pour Vépoque choisie, on aura un potentiel 
en diminuant assez Vintensité des vibrations. 



148 C. A. BjerkDcs. 

33. Djwis ce qui précedö, nous avons considéré un inouveinent vibra- 
toire et varié qui, rigoreusement, ne permettrait jamais aucun potentiel, 
inéine si^ Ton prenait intervalle de teinps aussi court que Ton voudrait. 

Maintcnant nous nous représenterons les vibrations des corps comme 
étant régulieres a partir de Tinstant initial pendant un teinps iini. De 
cette fa9on elles seront complotemcnt compatibles avec Texistence d'un 
potentiel: ce qui doit ctre conforme aussi a Tétat initial. Mais supposons 
qu'au bout d'un certain teinps, le caractere des vibrations change. 

Alors si les condensations restcnt petites et qu on demande une for- 
mule tmique pour tout Tintervalle de teinps considéré; on aura encore 
une relation de la forme: 

JP = 1\{^ + Q + ><(T + ^/^O- 

Et Qj A, /x seront des fonctions de la vitcsse; car autrement la pression 
deviendrait la mcme fonction de la condensation que si le développement 
de .la chaleur avait cté tou jours régulier. 

Or, meme au temps premier, 011 existe un potentiel de vitesse, celle-ci 
varie. Donc si les coefficients peuvent s^exprimer encore, pour toute époque, 
par des series de puissances entiéres de F, ils en doivent ctre de telles fonc- 
tions que, dans toutes les variations que subira F, ils garderont les racmes 
valeurs. Mais alors ils le feront aussi plus tärd, lorsque la vitesse variera 
d'une maniere essentiellement différente; car les constantes fondamentales 
^ne devront pas changer. p serait a\nsi toujours fonction de la seule 
condensation: ce qui est absurde. 

Si lon admettait ainsi que les coefficients, exprimés en fonctions du 
carré de la vitesse, eussent un caractere aussi simple, dans le cas d'un 
mouvement variant d'une maniere si peu élémentaire, au sens analytique, 
aucune formule tmique ne serait possible. Si une telle fo^inule existait 
et si les Q, A, /i s exprimaient en fonctions de F de la maniere que nous 
venons d'indiquer, Texistence d'un potentiel pour un temps fini entrainerait 
un potentiel exact pour tout Tintervalle de temps. 

34. Quand il s'agit de mouvements accompagnés d'un développe- 
ment de chaleur, Thypothése d'un potentiel n'exprime vraisemblablement, 
mcme dans le cas de vibrations régulieres, qu'une vérité approchée. Le plus 
souvent on peut cependant partir de la sans commettre de grandes erreurs. 
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Donc 81 quelquefois il se présente, dans les probléines, une espéce 
de discontinuité dans le passage d*un état qui est censé étre compatible 
avec un potentiel a un ou plusieurs autres états qui ne le sont pas, il 
faut diviser le probléme en plusieurs. Ces problémes partiels se succédent 
dans le tenips, et ils répondent ä des relations empiriqves distinctes. 

35. Ainsi quand, d^abord, on a eu des vibrations uniformes et, 
qu'aprés un court passage, des- vibrations uniformes mais d'un nouveau 
caractere commencent, pour se seryirde relations empiriques permettant 
le calcul, il faudra traiter les trois époques séparément. Pour la premiére 
et la derniére, les relations se présenteront sous leurs formes normales, 
mais avec des coefficients distincts. Dans la période moyenne il existera 
une relation plus compliquée. 

Pourvu qu'alors on puisse remplacer avec assez d'exactitude le mouve- 
ment vibratoire et varié par un autre qui est uniformément varié, et que 
les vitesses soient peu intenses, on sera ramené ici encore a la forme nor- 
male, Seulement on aura a changer les valeurs des coefficients constants. 
Dans les trois cas, ces coefficients répondront, respectivement, a trois 
systémes de constantes fondamen tales; et le nombre de celles-ci sera plus 
grand .dans le second cas que dans les autres. 



VI 

Representation hydrodynatnique de la presslon. Pressions partielles. 

• 

36. Nous avons essayé de donner une extension a la relation em- 
pirique, servant ä déterminer la. pression comme fonction de la condensa- 
tion, ou comme fonction de celle-ci et de la vitesse. Toutefois il ne 
slagit la que d'approximations et d'interpolations; et il ne faut pas s ecarter 
loin des mouvements ordinairement traités. En particulier, nous étions 
arrivés ä cette conclusion que méme en cas des vibrations peu réguliéres 
un état de potentiel subsisterait, pourvu que les vitesses fussent assez 
petites pour que Ton pi\t négliger les puissances du troisiéme dégré. 
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Nous ullons fixer inainteiiaut iiotre attention plutot vers le caractere 
hydrodynamique que phystque. de la pression. En d'autres terraes, nous 
passons a unc autre forrne de representation, et en traitant les équations 
générales nous ferons usage de la dite relation. 

Un fait remarquable se manifestera alors. Dans Vexpression hydro- 
dynamique de ^>, certains coefficients de la relation empirique ne se pré- 
sentent pas: ce sonf^eux qui appartiennent aux termes du second ordre; 
en particulier tous ccux qui dépendejit du carré de la vitesse ou de celui 
de la condensation. 

C*est d abord lorsquHl s'agit de déterminer avec la seconde approxi- 
mation la grandeur de la dernicre quantité quil est nécessaire d'avoir 

égard aux valeurs de ees coefficients secotidaires. 

I ^i) 
37. On peut donc concevoir, commc il est dit, -— ett. commc des 
^' '^ . • q dx 

dérivées, par rapport aux coordonnces, d'une fonction P, déterminé par 

Tintégrale 



C) ^-ff- 



Et cela a lieu bien que q dépende de <t, p au contraire de <t et de V. 
Ma is rappelons-nous que cc carré de la vitesse est du second ordre et que 
les quantités d'un ordre plus élevé doivent étre négligées. 

La vitesse pouvant ainsi étre déterminée par un potentiel, apres une 
premiére integration des équatjons du mouvement on obtient Téquation 
sui vante, exprimant la valeur de P: 

38. Le produit de P par la densité normale g,, 

• 

ne .désigne pas, géncralement, la pression, mais il en constitue une partie 
caractéristique. Le potentiel ip étant connu, on en déduit la valeur de P 
de la luéme maniére, que Ton ait a faire ä un fluide incompressible ou 
ä un fluide élastique. Et dans le premier cas, p^ est la pression due 
aux niouvements des masses fluides. 



\ 
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Nous pouvons donc dire que ji)^ est la pression provenant imniédiate- 
ment de Tétat des eondensations et des mouvements,. tels qu'ils existent 
au lieu. On se figure ainsi que les masses agitées, en exer9ant leurs 
pressions, se comportent apres comme des masses fluides incompressibles. 
Et pour cette raison, nous désignerons cette pression partielie, jp,, comme 
la pression ctinertie. 

39. On a donc eu égard, en partie, a la compressibilité. Mais 
provisoirement, on néglige de le faire encore une fois, en ne voulant 
conclure qu ä la valeur de la dite pression spéciale. 

La compressibilité joue cependant de nouveau un role. En efFet, 
elle donne lieu a une pression additionnelle, pression qui n'existera pas 
dans le cas de rincompressibilité, pui8qu'elle s^annule lorsquc les eondensa- 
tions sont censées tendre beaucoup plus rapidement vers zéro que la 
vitesse de propagation vers iniini. 

Cette pression, comme nous le verrons bientot, est proportionnelle au 
carré de la condensation ; de sorte qu'on en a efFectivement un double 
emploi. 

Nous le reconnaitrons plus clairement quand nous passerons de 
Tévaluation de la pression d'inertie ä celle de la pression compléte. 

40. Pour cet effet, partons de la relation empirique 

(O P=Po{^ +Xa+'^ii(T'' +^-vV), 

ou d'ailleurs p^ = Jcq^. En développant ensuite la valeur de P, donnée 
par rintégrale ci-dessus, nous obtiendrons de nouveau, comme au n"* 32, 
apres avoir introduit dans la derniére la valeur de jf): 

(2) p=.A:(A<T+^(/i-A)^' + ivF). 

t 

De la, en comparant (i) et (2), en posant kX = a^ et p^ = -q^a^a^^ 
on tire 

(3) V = Po+ Pi-\- Pp' 

La pression additionnelle pp se manifestc ainsi comme une pression de 
propagation, Elle naitra parce que Tétat de la condensation (ou de la 



/ 
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dilatation) qui existe au lieu, tend a 8'en répandre, dans toutes les direc- 
tions, avec une vitesse a, la vUesse de propagation. 

41. De cette expression mixte, on peut passer ä une autre, que 
nous appellerons V expression kydrodynamigae de la pression; et lon y arrive 
en effectuant réliihination de la condensation. 

Si Ton part des deux expressions de P, Texpression empirique, donnée 
par (2) n^ 40, et Texpreösion hydrodynamique, déterminée par (2) n^ 37; 
si, de plus, on néglige ici les quantités d'un ordre plus élevé que le 
premier j on obtient 

Il faut cependant se rappeler que ^ et j? contiennent des tennes et 
du premier et du second ordre. On devait ainsi poser plutét 

<r, et <py^ ne contenant que ter mes du premier ordre. . 

Dans Téquation différentielle qui précéde, il en est de raéme du 
second inembre. Si, en effet, Téquation des surfaces, F ^= Oj contient les 
paramétres 

^09 ^ijy ^af ^g ^kJ ^kJ ^kf ^k J 



tous dépendant du temps, ^ dépend aussi des mémes quantités. Mais il 
contient encore le temps explicitément. On aura donc, en distinguant 
entré les 3 et les (?: 



öVa 



n" åt ■^"aa/^"^ ••• ■^" åi ' 

Et dans cette équation, le premier terme a droite, comme le potentiel jr 
et ses dérivées par* rapport aux coordonnées, est une quantité du premier 
ordre; les termes composés seront donc du second ordre, parce qu^ils 
contiennent les facteurs a^ etc, qui sont censés étre tres petits. Enfin la 

dérivce partielle de jr„, par rapport au temps, — ^, est aussi de second 
ordre. 
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Il s^ensuit que Téquation (a) 8'écrira, plus correctement, 

et Ton en dcduit^ puisque /r = ö^j + ^, et ^ = jTj + ^^ , 

La pression hydrodynamiquement exprimée, ainsi exprimée en sorte qu'il 
n'y ait plus de trace de la condensation, prend donc la forme sui vante: 

(2) P = Po-9o{^+'iV)-\-^g,-^^,. 

EUe peut 8*écrire aussi, en ayant égard ä Vordre des termes, 

(2) P—Po 9o-sf — % [iT + (i;r/' + • • • j +1 *^' — I^^ 

42. Nous arri verons a cette équation encore d'une autre maniére. 

Multiplions la premiére des équations de mouvement par g, ou 
(7^(i -i- (T^ +•••)• AloES, pui8qu'en développant on doit rejeter les termfts 
d'un ordre plus élevé que le second, on aura 

Mais en remarquant qu'avec la premiére approximation la relation em- 
pirique (e) s'écrira 

apres avoir comparé, des deux c6tés du signe, les termes du premier 
ordre et efFectué Tintégration, on en déduit 

commo plus haut. 

On conclura donc comme auparavant que 

(2) p = p, -^„ (^ + i f) + '-go-y^. ■ 

Aeia mathematica. 4. Imprim^ 31 D^cembre 1883. 20 
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« 

. Mais les termes qu'on obtient en effectuant les développements doivent 
étre mis hors de considération s^ils surpassent le secönd ordre. 

43. La pression se décompose ainsi en trois pressions partielies: la 
pression de transmission, la pression d'inertie et la pression de propagation. 
Nous donnerons irtaintenant aux dernieres une explication hydrodpiamique, 
servant a suppléer la précédente ou Ton a eu égard d*une maniére explicite 
ä la coinpressibilité des masses.- Nous avons: 

i"*. La pressimi de transmission 

2°. La 2>ression d'inerfie 



.,= -,.(S + ir). 



Cette pression partielle est celle qu*exercent les masses fluides en tant 
quelles se meuvent, et efi tant quelles tendent ä changer leurs mauvemefits 
comme des mosses fluides élastigues, supposé qu'elles agissent alors, c'est ä 
dire en produisant cette pression, comme des masses incompressibles, 
3^ La pressiofi de propagation 

Elle sera ä ajouter parce que les masses fluides n agissent pas, au point ou 
nous sommes, tout-a-fait co^mmes des masses incompressibles. La pression 
additionnelle qui en provient exprime, pouvons-nous dire, Vénergie avec 
laqiidle le mouvement dans le fluide élastiqtie tend ä changer au moment et 
au point en question. On voit, de plus, qu'il y a ici quelque chose qui 
est caraetéristique pour les fluides élastiques. Car si Ton passé a la 
limite, en. considérant ainsi les fluides incompressibles, le facteur 

se modifiera sans devenir cependant infini, et de Tautre cöté, le facteur 



a 



I 

"T 
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8'annullc, puisque la vitesse de propagation, a, est censée maintenant étre 
infinie; on conclut donc que la pression de propagation va disparaitre. 

Il est bien a remarquer que la pression de propagation est toujours 
positive. 

Nous observons aussi qu'elle est la seule pression partielle dans la- 
quelle il entré, explicitement, quelque coefficient appartenant a la relation 
empirique. Ce coefficient étant a^, il suffit mérne de connaitre cette 
relation (e) dans sa forine la plus élénientaire, correspondant ä la premiére 
approximation. 

44. La pression dHnertie se déconipose aussi en pressions partielies, 
ayant chacune un caractére distinct. 

i^ On a d'abord la pression de fluxion, ^^, ou 

Nous Tappellerons ainsi parce qu on peut designer la dérivée par rapport 

au temps coinme une fluxion. Et cette pfession correspond aussi ä »Tétat 

de fluxion* dans le inouvement, ou a Tétat de mouvement qui se prépare. 

2^ On a ensuite, coinme nous dirons, la pression d^énerffiCy p^^j ou 

Elle est, en effet, représentée, au signe prés, par une expression d'énergie. 
Cette pression, qui est du second ordre, est toujours negative. 

Si Ton rerapla9ait — g^-^ par — 9-;^^ ®^ rapportant ainsi lä pres- 

sion de fluxion au point physique et non pas au point géométrique, dans 
Texpression de la pression d'inertie 



y, 



o 



l^+i"). 



le terme contenant la pression d'énergie devait changer de signe et devenir 

une tension correspondante. En écrivant, en efl:*et, — 9o~£y pour parvenir- 
a Tancienne expression il faudra ajout^r 



^o(if« + 5f^ + S«')' 
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C est a (lire 

Mais cette exprcssion se rcduit avee q^^V a — y^F, et Ton aura 



4t,-i^)- 



Ce qu'il fallait démontrer. 

45. La pression d*énergie n^est pas susceptible d*étre partagée en 
pressions encore plus spéciales, a moins qu'on ne partage aussi le potentiel 
jr^ en une somme de plusieurs. Mais c^est ce qui a lieu, au contraire, 
avec la pression de fluxion, qui s'écrira quand on la développe 

^0 st ^0 åt '^0 \da, »1^ -1- • • • j • 

Elle se décompose, par suite, en trois pressions partielles, dont Tune a 
un caractére qui la rapproche sensiblement de la pression d energie, coninie 
on le peut prévoir d'aprés la remårque qui précede, tandis que les autres 
accusent un caractére qui en différe d'avantage. 

i^. La preniiére des pressions partielles qui sont contenues dans la 
pression de fluxion est 

(O -».%•. ' . 

Elle est la seule de toutes qui soit de premier ordre, et elle est donc 
prédomiiiante. Conime nous le savons, cette pression peut aussi s'exprinier 
comme il suit 

et ofi devra alors la coniprendre comrae une pression de condensation, 

Mais puisquon a la ménie expression lorsqu'il sagit des fluides in- 

compressibles (ou bien peu compressibles) que celle que nous avons exposée 

d'abord, nous prcférons ici la concevoir hydrodyyiamiquement, c'est a dire 

conformément a cette preraiere expressio». 

En faisant varier avec le temps le potentiel <f^ , nous considérons ici 

comme constants tous les paramétres, 0^^ , ft^ , Cyy dg, . . . , a^ , ... etc, qui 



Les (Squations hydrodynamiques et les relations supplémentaires. 157 

déterminent, dans fe seiis le plus general, les mouvements des corps: en 
d^autres ter mes, leurs mouvements de translation, leurs rotations, et leurs 
deformations de toutes espéces. Mais on a égard aux changements dans 
ces mouvements qui se préparent, pourvu qu*on puisse considérer le 
potentiel comme étant aussi fonction des paramétres dérivés, a^, ft^, c^, 
dgy ..., ai, ... etc, désignant les vitesses dans tous les mouvements des 
corps; et s'il en est ainsi, on peut concevoir la pression qui en nait comme 
une pression ctimpulsion. Plus géncralement, nous dirons quon a une 
pression (Tinfltience, puisque, indépendamment des mouvements des cofps, 
tels qu'ils existent, il se manifeste entré ceux-ci et le fluide un rapport 
cjiractéristique, d'aprés lequel se fera remarquer aussi dans le fluide un 
changement d'état qui ne se rattache pas nccessairement a un changement 
actuel dans les positions ou les formes des corps. 
2°. La seconde pression 



(2) ' '-% 



3t 



étant donnée aussi par une fluxion, sans qu'on fasse varier avec le temps 
les paramétres «^, 6^,, c^, d^, ..., a^, ..., nous la regarderons de meme 
comme une pression d'impulsion ou d*influence, mais secondaire. 
3"^. La troisiéme pression partielle 

~ ^0 [^''^ + ^^^ + . . . + ^«. + j 

correspond, au contraire, a une variation des mémes paramétres a^, ft^, c^, 
dgj . . ., a^y ... déterminant les positions et les formes des corps a chaque 
moment. En vertu de ces mouvements, externes et internes, les masses 
fluides qui touchent les surfaces se déplaceront. Et de cette fa9on, pourvu 
qu'on n'ait plus égard aux changements qui se préparent dans les mouve- 
ments, il resultera une nouvelle pression de fluxion partielie, pression qui 
ne se rapporte pas, comme dans les cas précédents, a Vaccéléralion dans 
' les mouvements divers, mais seulement aux déplacements eux fnémes qui 
se produisent. On aura donc une pression partielie qui, bien qu'elle 
appartienne ä la pression de fluxion, présente une certaine analogie avec 
la pression d'énergie. 
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Mais il y a encore d'autres raisons cVctablir uiie telle coinparaison, 
au moyen de laqnelle on aura une cspéce de transition entré les deiix 
classes de pression dans lesquelles se décorapose la pression d'inertie. Si 
lon considére les 

^j ' ^gy ' * * y % > • • • 

comnie des vitesscs, de diftérentes espéces, appartenant aux corps 6^, ..., S^, ... et 



^ dag' dbg' '"' da, ' 



comme des vitesses fictives et correspondantes, appartenant au point (rr, y, z) 
du fluide, on reconnaitra une analogie avec des expressions comme 

~^g,{a'; + b'; + ... + a',' + ), 



on comme 



En composant la pression dont il s'agit avec la pression d'énergie qui 
précéde, on aura, en efifet, une expression de la forme 

Et ici le terme moyen et trinöme qui représente le carré de la vitesse, 
F, ne se présente naturellement qu'unc seule fois, parce que les facteurs 

w, v^ tv colncident en valeur respectiveraent avec — , — , — . Dans les 

qX dy dz 

autres termes cela n'est plus le cas; a^ ne co^ncide pas en valeur avec 

-^* etc., et les termes dont il s agit se présentent ainsi deux fois. 

La pression partielle que nous traitons se comporte ainsi, pouvons- 
nous dire, comme une pression cténergie potentidle ou, plus simplement, 
comme une pression potentieUe, La pression d'énergie, que nous avons 
choisie pour terme de comparaison, et que nous désignerons briévement 
par ce nom, sera alors plus exactement une > pression d'énergie kinétique>. 
Et la pression (c) sera une pression d'énergie composée. 
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Si l'on fixe Tattention sur le mot éfiergw, il faut se souvenir qu'oii 
forme ici le demi-produit de deux vitesses différentes, Tune correspondaiit 
a un corps, Tautre (qui en outre est d'espéce tictive) correspondant au 
point du fluide. De plus, il faut toujours forftier deux produits identiques 
qui se correspondent, et Von établira ensuite la serie entiére de ces produits 
doubles; eniin pour en obtenir la pression partielie que Ton cherche, on 
les ajoute les uns aux autres. Surtout lorsqu^on aura a considérer des 
points du fluide situés sur les surfaces des corps, la ressemblance entré 
la pression d'énergie potentielle et celle de Ténergie kinétique 8'accentuera, 
et il s^en presentera des applications dans les problémes spéciaux. 

Si, d'un autre cöté, on fixe Fattention sur le mot potentielle en tant 
qu^épithéte au mot énergie, il faut se rappeler qu'on arrive a Fexpression 
de la pression partielle que Ton considére en partant du potentiel principal 
qui se rapporte au mouvement, g'of^i, et en faisant ensuite varier, néga- 
tivement, les paramétres avec le temps. 



VII. 

Super poaitfiyns de potentiels. Cas sfmjdiflants. Conclnsimia. 

46. Nous exarainerons de quelle maniére on peut déterminer les 
fonctions j^, et y^ dont est composé le potentiel jr. 

47. Uéquation de continuifé s^écrira 



A désignant Topération 



a* a' a* 
— 4- — 4- — 
dx* ^ dy'' ^ a«* 



I dn 

En développant -rr, il faut cependant avoir égard aux termes et du 
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premier et du second ordre; en développant --^ etc, il suffira de tenir 
compte de ceiix du premier. On aura donc 



I dq 3/7, 

i] dx d.r. ' 

etc., et 



Substituant et efFectuant ensuite une separation en deux équations (ce 
qiii est permis parce que j?j et a^ ne conticnnent pas de termes du second 
ordre), on arrive aux équations suivantes: 



(O 





A,,+|>o 




A 1 ^^t 


dx dx dy dy 

1 


3f i S''. 

92 "dZ 






"'It 



fh. 



~ • • • + "i l^' 

Il faut y ajouter les conditions rclativcment aux sixrfacea des corps. 
En les considérant comme fonnant une seule surface donnce par Téquation 

F=o, 

3 

J 

on aura 

— rj zij iij ==o. 

dx dx dy dy dz de dt 

Cependant, nous supposerons que F ne contienne pas le temps explicite- 

raent et ne dépende que de .r, y, z et des paramétres a^, ft^, ... a^, 

De la il résulte que Téquation de condition se décompose aussi en deux: 

- !£?f, + ?P?5^+!^?£. + i^„, + !*:ft; + ... + !^«; + ^O 

dx dx ' dy dy ^ dz dz ' dag ^ * dbg ^ ^ ' dujt * ' 

(2) •■ ' .v 

9Fd^ 9Pa^ dFdjf^ _ ^. 

' 9x dx dy dy dz dz ' 
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car datis la premiére équation il n'y a que des tennes du premier ordre, 
dans la seconde il ny a que des termes du second. Les cquations 
subsistent, comme on le sait, pour tous les points des surfaces, c'est ä 
dire tant que F = o. 

48. Pour déterminer jr^, il faut maintenant combiner la premiére 
des équations (i) avec Téquation connue (n° 41) 

(3) ^"^1-"""^' 

et Von emploie aussi la premiére des équations de condition (2). En 
méme temps, on a égard a Tétat initial, et Ton demande que la vitesse 
sannule a Tinfini. 

A c6té de f ^ on trouve encore /r^ . Et il est bon de remarquer gtton 
na hesoin de connaitre que le coefficient principal de la 1 relation empirique, 
kX ou a', c'est a dire le carré de la vitesse de propagation. 

49. Il en est tout autrement lorsqu'il slagit de tp^ et de a^. Alors 
on aura recours å la seconde équation (i), combinée avec la seconde 
condition (i). Il faut y ajouter une équation correspondant a (3'), équa- 
tion que Ton trouve en introduisant, dans Texpression hydrodynamique 
de la pression (n® 41), la valeur de celle-ci au moyen de la relation 
empirique (n"" 40); puis on eliminera a^ au moyen de Téquation (3'). 
De cette fa9on Ton obtient 

(3") -i(' + "■")''+ i(--f)^f- 

(p^ et a^ ne peuvent donc étre déterminés ä moins quon ne connaisse 
les coefficients secondaifes de la relation enipirique. 

50. En general, il serait chose difficile d'achever la solution d'un 
probléme ou il faudrait avoir égard ä tous les termes du second ordre; 
car il deviendrait nécessaire de déterminer aussi (t^ et ^^ . 

Mais il y a des probléraes spéciaux dont la solution n exige pas 
qu'on tienne compte de tels termes. 

Ou bien il peut arriver qu'il suffise d'en connaitre quelques-uns qui 
ne contiennent ni ff^ ni j^j,. 

Acta mathematica. 4. Imprlmd^S^ Décembre 1883. ^ 21 
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51. Souvent il est suffisant de connaltre la partie dominante ou 
de la vitesse ou de la pression, et l'on se borne alors a la premiére 
approximation. 

Cela a lieu si Ton cherche seulement a déterminer, dans ses grands 
traits, Vetat de vibration qui se communique au fluide; mals qu'on ne se 
soucie pas de déterminer ä part les forces apparentes provenant des vibra- 
tions originaires et sollicitant les corps. 

Figurons-nous aussi qu'aprés une serie de vibrations unifonnes, il sy 
produise des changements relativement considérables, ou imaginons-nous 
que ces vibrations commencent ou finissent tres soudainement. Pour 
parvenir a une solution compléte, on devrait ainsi introduire les coefficients 
secomlaires de la relation empirique, pourvu que les difficultés a vaincre 
ne fussent pas encore plus grandes. Mais justément alors, pour reconnaitre 
ce qui est le plus important quant aux phénoménes incidents, y comprises^ 
méme les variations des pressions, il suffira ordinairement d^étudier ce qui 
se rapporte aux accelerations; et Ton s'en tiendra donc encore a la premiére 
approximation. Les difficultés s'éliminent ainsi, et Ton n'a besoin que du 
coefficient principal ou du carré de la vitesse de propagation. 

On aura maintenant 



et c'e8t seulement jr^ dont la connaissance est exigée. 

52. En second lieu, nous prendrons en considération les quantités 
du second ordre. Les mouvements dans le fluide proviennent toujours 
des vibrations des corps. Mais celles-ci doivent étre a^sez régtilieres pour 
qu'on puisse admettre que les coefficients secondaires dispar aissent. 

Nous admettons aussi quaprés la fin d'une vibration la place d'un 
corps ou d'une particule du fluide (si Ton compare leurs déplacements 
avec les amplitudes des vibrations) ne soit que faiblement changée. 

Cela pose, nous nous proposons de déterminer la pression moyenne, 
dans un point géoniétrique du fluide, pendant le cours d'une période. Gette 
période est donc censée étre commune pour tous les corps: en d^autres 
termes, les vibrations seront synchrones. 
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On peut alors faire abstraction de la pression de fluxion, dont la ' 
valeur moyenne s'aimulle; et Ton partira de Téquation abrégée 



i'o tfo^2 ' 2a' 3t* ) 



+ ... 



Les fermes qui ne sont quMndiqués seront d'un ordre trop élevé, ou bien 
leurs moyeunes sont nulles. Différeminent pour un point qui se déplace. 
Si d'un autre coté il 8'agit de détenniner les forces nioyennes qui 
imprimeront aux corps de nouveaux raouvements progressifs, il est seule- 
ment pennis de supprinicr la pression cCinfluence secondaire 

qui donnerait lieu ä une force du deuxiéme ordre, mais d'une espéce 
périodique. Et Ton peut écrire la pression dynaraique p — p^ comme il suit 

^—Po -— yoLir+l^^^ + --- + ^'** + j + 2 ^1— i^"5^J- 

Dans les deux oas, ii ne sera ainsi nécessaire de connaitre que le 
potentiel principal j^, . 

Cest ä dire que Von aura seidement recours aux équations simples 

auxquelles il faut ajouter les conditions relativement aux surfaces, a Tétat 
a Tinfini, et ä Tétat initial. 

Dans ce qui suit, nous nous bornons a examiner les probléraes des 
deux derniéres espéces. 

53- ^1 ^*'^i* ^"^ quantité du premier ordre; car dans tous les points ^ 

du fluide la vitesse s annulerait avec une certaine quantité de cet ordre e. 

Nous concevrons cette quantité e comme le rapport entré la plus grande 

amplitude des vibrations des corps et les dimensions de ceux-ci. Et si e 

^dimihue suffisamment, tandis que toutes les autres quantités se conservent. 
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inéme Ics mouvements progressifs auxquels donncnt lieu les vibrations 
originaires ne varieront que faiblement. 
La pressiofi cCénergie coniposée 

aussi bien que la pression de propagation- 



^.-.a 



étant donc, toutes les deux, du second ordre, il en est de inéme de leurs 
valeurs moyennes aux surfaces des corps. 

Ordinairmienty ces deux espéces de pressions exerceront ainsi une in- 
fhence Vune comparable ä Taiitre. 

54. Nous allons maintenant varier aussi, mais toujours en passant 
de probléme a probléme, un second element. Cest la vitesse avec laquelle 
les vibrations se succédent. Ou autrement dit, c'est la hauteur du son. 

Alors c'est surtout le potentiel d'influence -^ qui changera bien sensible- 

ment. Et Ton arrive au resultat suivant: 

Plus les périodes seront courtes et plus, par conséquent, la longueur 
des ondes sera petite, d'autant plus grande devient Tinfluence de la pres- 
sion de propagation. 

Cela a un interct particulier quand il s'agit d'étudier les forces qui 
prennent nafssance lorsquon passé du fluide incoinpressible au fluide 
élastique, et qu on s'arrange en sorte que les ondes deviennent de plus 
en plus petites. Car, nous le rappelons, la pression partielle dont il est 
question est toujours positive, tandis que la pression d'énergie, ä laquelle 
8 ajoute une pression potentielle d'un signe indéterminé, est toujours negative.^ 

55. D'autre part, augmentons la durée des périodes, de sorte qu'on 
obtienne des ondes ctune longueur de plus en plus grande, relativmnerU ä la 
distance des corps au point que Von cofisidére. Alors, tant qu'on se 
borne a considérer ce meme point qui, ä la fin, appartiendra au coni- 
mencement de la premiére onde, on s'approchera successivement de Tétat 
qui dans les mémes circonstances convient ä un liquide. 

Car si Ton ne fait pas varier la position du point, et qu'on 
prolonge toujours la durée des périodes des vibrations pour obtenir des 
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ondes de la longueur voulue, il faut concevoir le potentiel d'influence 
^ comme une quantité d'un ordre inférieur ä celui du potentiel ^, lui 
mérae. Or des deux équations (2) du n" 52, on conclut que 

o'Ac =M 
o ÄJ,, — ^, . 

Et puisque ensuite a' est une constante déterminée, il en résultc que la 
partie dominante de j^j se déterminera par Téquation diflférentielle simplifiée 

Af^j = o. 

Les autres parties de la méme fonction tendent vers zéro. 

On peut donc calculer le potentiel de vitesse comme 8'il s^agissait 
d'un liquide. Et Ton peut aussi faire la méme simplification pour déter- 
miner la valeur de la pression, puisque, dans ee cas, la pression de 
propagation doit étre négligée par rapport aux autres pressions partielles 
comme étant d'un ordre inférieur. 

56. Donc pour des vibrations assez lentes, et lorsquU s'agit des points 
gui ne se trouvent pas ä de trop grandes distances des corps vibrants, le 
fluide se comporte comme un fluide incompressible. Et les forces qui se 
développent entré les corps sont donc essentiellefnent les mémes qtie si dles 
avaient été calculées pour un liquide. La pression d'inertie aura a peu prés 
la méme valeur que pour un liquide et la pression de propagation, qui 
a un caractére presque opposé, tend a disparaitre. 

Mais il n'en est pas ainsi quand on sépare suffisamment les corps, en 
gardant leurs vibrations; ou bien, si Ton fait assez raccourcir les périodes. 
Chaque corps ne se trouve plus au commencement de la premiére onde 
que produit un autre. La pression d'inertie se modifie alors, et elle peut 
changer essentiellement, méme en prenant sa valeur moyenne, avec Tétat 
des ondes. La pression de propagation, d'un autre c6té, gagnera de Tin- 
fluence, et pourrait devenir prédominante. 

Pour imiter dans Tair les phénoménes relatifs aux liquides, il ne 

faut pas nécessairement aller aux limites extremes. En eifet, la vitesse 

de propagation est tres grande par rapport a celle des vibrations ordinaires 

(p. ex. dans le cas des sons perceptibles), et les objets vibrants dont on 

. pourrait examiner avec succés 1'action mutuelle sont aussi le plus souvent 



•» 
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bien rapprochés Tun de Taxitrc; par conséquent, les phénoinénes de force 
qu'on recoiinaitra d*aprés des cxpéricnces faitcs dans Teau, se montreront 
alors dans lair tres elairement et de la méme maniére. 

Il en pourrait étre tout autrement ä de grandes distanccs, et pour 
des vibrations correspondant ä des sons tres élevées. 

57. Avant de finir, nous donnerons, pour plus de clarté et d'utilité, 
au théorérne que nous venons d exposer un peu plus de développeraent 
et d'extension. 

Nous étudierous ainsi, successivement, la forme du potentiel qui se 
rattache aux suppositions que nous avons prises pour point de départ, la 
simplification qui en resultera pour Téquation de continuité, et la maniére 
dont se déeompose 1 equation de condition relativement aux surfaces des 
corps. Nous ferons ensuite apercevoir quelles en seront les conséquences 
quand il 8'agira de chercher la valeur approchée du potentiel et celle 
de la pression, surtout celle de la pression moyenne. 

58. Nous prolongerons, comme il a été dit, de plus en plus la 
durée des périodes des vibrations, et en méme temps nous ferons tendre 
vers zéro le rapport s entré la plus grande amplitude et les dimensions 
des corps. Il y aura ainsi une double raison pour Faffaiblissement de 
Tintensité des vibrations; et le rapport de cette intensité (c*est ä dire la 
plus grande vitesse dans le mouvement vibratoire) a la vitesse de pro- 
pagation (qui a une Valeur dét^rminée) doit donc étre considéré comme 
une quantité infiniment petite du second ordre. 

En vertu de cela, nous développcrons le potentiel de vitesse en une 
somme de potentiels partiels, comme suit: 

(i) ^ =-= s^Oi^f + s^a)( + -*«ö> + 



^, ;f , ö> sont des fonctions périodiques dépendant .d'un argument 

isat; 

et il en résulte ainsi d'abord que ^ est une quantité de troisiéme ordre 

tandis que ^ comme aussi a^, 6^, ..., ai, ..., sont de deuxiéme ordre. 

59. . On observera maintenant que dans Texpression hydrodynamique 

de la pression (n° 41) la partie dominante de p — p^ est toujours la 

pression d'influence. Cette pression partielle est en effet du troisiéme 
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ordre coinme -^ . La pression d'énergie coinposée est au contraire du 

quatriéme ordre, et la pression de propagation mérne du sixiéme. 

On aura donc, comme ailleurs, en n*ayant égard qu*au tenne principal 
du développement : 

Et au moyen de Téquation empirique, on retrouvera 

(a) aV=-§; 

d'on il suit que la condensation sera une quantité du troisiéme ordre. 

Maintenant revenons aussi a Téquation de continuité (n"* 47), et voyons 
de quellc maniére elle se simplifiera dans ces nouvelles circonstances. a 

étant du troisiéme ordre, -^ par suite du quatriéme, et Og etc. du deuxiéme 

ordre, on reconnait que cette équation se réduira a la forme simple 



SiT 



(b) Ajr + ^ = o, 

pourvu toutefois que les termes du cinquiéme ordre soient négligés. 

Des deux équations (a) et (b), que nous venons de retrouver, on 
conclura que sous les suppositions faites plus haut on aura 

(ab) ■ a'Af^ = ^. 

60. Il faut donc substituer ici la valeur de (p en Texprimant par 
trois termes, par ceux du deuxiéme, du troisiéme et du quatriéme ordre. 
Gar dans Téquation (ab) le membre ä gauche est du deuxiéme ordre et 
celui a droite du quatriéme. 

On posera donc 

(i) jr = £^a^ + e^ax + e^awy 

o\\ ^, ;f, ö> doivent satisfaire aux équations diflférentielles 

(2) A^ = o, A/-=o, s^a^^Aö)^-^. 

En écrivant plus simplement 

= s^a^j 0^ = e^a^y 0^ = e^aw 
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de sorte qu'on a 

(lO f^= <P+ <P, + Ö>,, 

on aura ^ 

(2') . A(P^o, A0j=o, a'A0, =^. 

61. L'équation de condition relativement aux snrfaces se décompbse 
en méme temps en trois cquations 

dFd0 dFd0 dFd0 dF . , ^^ l. , , aF _ 

^'^^ a« dx dy dy dz dz 

dFd0^ , dFd0^ , aFa^, 

' A ' + -x ^ = o : 

dx dx d^y dy dz dz 

et ces équations snbsistent pour tous les points des siirfaceR, c^est a dire 
tant que F = o, 

62. On déterminera donc les valeurs de 0^ 0, , 0^ au moyen des 
équations diflférentielles (2') et les conditions relatives aux surfaces; et 
Von trouvera ainsi la valeur cherchée de ^ (i'). 

On voit de plus que et 0^ satisfont a Téquation de Laplace 

A '= o, 

comme s^il s'agissait d'une question sur les liquides. Et nous ferons 
particuliérement rernarquer que la valeur de 0^ est égale a zéro, ou, si 
elle en différe, elle dépend dans tous les cas uniqueraent du temps. 
0^ satisfait a Téquation diflFerentielle 

AA = o. 

Et ordinairement cette fonction doit avoir un caractere binaire pour pouvoir 
satisfaire aussi a Téquation de condition. L'un des deux terines sera alors 
une intégrale de Téquation de Laplace. 

63. On observera encore que les mouvements vibratoires qui se 
développent dans le fluide ne sont pas, de cette fa^on, déterminés d'une 
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maniére assez correcte a inoins que le point que Ton considére ne se 
trouve au commenceraent do la preiniére onde. 

Mais si la vitesse de propagation, a, a une valeur assez grande, rien 
n'einpéche que Tespace au dedans duquel les mouvements du fluide doivent 
étre étudiés et ou nous supposons que tous les corps vi brants se trouvent, 
puisse avoir une étendue aussi grande que Ton veut, en méme temps que 
les vitesses qui se produisent pourront acquérir une intensité quelconque. 
La durée des périodes pourra étre choisie extrémement courte, bien que 
les araplitudes restent toujours excessivement petites par rapport aux 
dimensions des corps. 

64. Si maintenant on se bor ne a chercher la partie dominante de la 
pression, afin d etudier le caractere vibratoire de la pression elle meme, 
on peut s^arréter a la premiére approximation, et Ton se servira alors 
de Féquation 

p-Po=-go'sf' 

La question est donc la méme que si Ton se Tétait posée relativement a 
un liquide. 

65. Si, au contraire, on cherche la valeur moyenne de la pression 
dynamique p — p^^ pour un point géométrique, on peut faire abstraction 
de la pression de fluxion, qui s'exprime comme une dérivée totale par 
rapport au temps. On partira donc d'une équation abrégée ou se trouvent 
seulement la pression d'énergie kinétique et la pression de propagation. 
La premicre de celles-ci est du quatriéme ordre, la seconde du sixiéme. 

En y introduisant maintenant la valeur de ^, le potentiel partiel 
0j, qui ne.dépend que du temps et qui en méme temps est du troisiéme 
ordre, ne jouera aucun röle: on peut écrire simplement 



P—Po = 



2 ^^\dz* "^ dy* ' dz* ) 



d0d<l>^ d0d0^ , d0d0A q 80* 



I d0d0^ d0d0^ d0d0A 



2a' ål* 



Dans lé membre a droite, les termes écrits dans la premiére ligne sont 
du quatriéme ordre, ceux de la seconde du sixiéme. Tous les termes 
sont aussi proportionnels a a*; d'ou il suit quen choisissant- a assez grand, 
on peut obtenir des pressions aussi fortes que Ton déslre, quoiqu\>n se 

Aeta mathemntiea. 4. Tmprimé 3 Janvier 1884. 22 
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soit arrétc a un point oii Ton uvait attribuc a s une valeur fixe extréme- 
ment petite. 

L'expression précédente se simplifie lor8qu'on met les termes du 
flixiéme ordre hors de considération. Tout se passé alors comme 8*11 
8'agissait d'un liquide. — On arrive au méme resultat si Ton fait tendre a 
vers Tiniini, mais en sorte que. s^a garde une valeur détermince. Car 
alors 0^ s annuUe et il en est aussi de méme avec la pression de propaga- 

tion a cause du facteur -i. 

a 

66. Au lieu de chercher la pression moyenno, on pourrait se proposer 
de détermincr la force moyenne, sollicitant un quelconque des corps, en raison 
des pressions qu'ils éprouvent pendant une période de vibration. 

Alors il ne sera pas pormis, en general, de partir de Texpression de 
la pression moyenne. Il ne faut pas exclure la pression de fluxion. Mais 
on aura une simpliiication d'une autre espéce en tant qu'on peut faire 
abstraction du potentiel partiel 0^ qui ne dépend que du temps, soit 
d'ailleurs que le temps y entré explicitement ou non. A cause de cela 
et puisqu'on doit rejeter tous les termes dont Vordre est plus grand que 
le sixiéme, 0^ ne peut se presenter que dans la pression de fluxion. Et 
puisqu*ainsi il donne seulement lieu a des pressions partielles qui ne 
varient pas d'un point a un autre, il sera sans aucun eflfet pour produire 
de nouveaux monvements. 

Uéquation abrégée de la pression dynamique p — p^ s écrira donc 
maintenant de la maniére suivante, sans faire y entrer 0^ i 

[30 , (d0 , , \ , I (d0' . d0' , d0'\'] 

^« L åt "^ U^/^ ; V 5a^ 5^ "^ 5.y ^ "^ 3« '^) 

I 30 



1 30'] , 



On réduit particuliérement au cas des liquidos si on met hors de con- 
sidération les termes de la seconde parenthése, qui sont du sixiéme ordre. 

Christiania, Juillet 1883. 
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SUR LA GENERALISATION 

D'UNE FORMULE D'ABEL 



PAU 

N. SONINE 

i VAUSOVIE. 



La formule dont il s'agit se rapporte au caleul inversc des intégrales 
déiinies; elle a été deux fois ctablie par Abel et préscntée sous deux 
formes équivalentes:(*) 



x=a 



, ^ • . , . r ds riin nn C ö(xt) . dt 



x=-0 O 






, . w v sin 117T /* da / /'(«) . cfe 

7t J (-x — a) J {a — z) 
o o 

JL.a généralisation que iious allons presenter de eette formule peut etre 
effeetuée de la maniere suivante. 
Considérons Tiutégrale 

X 



a 



et multiplions la fonction f{^) par Tunitc reprcsentée par unc intcgrale 



(*) Voir les N*" II et IX de la nonvelle <^dition des Ocuvres complétes d^AsBL. 

Acta mathemotica. 4. Imprimé 3 Janvier 1884. 
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doiinie coiitenant .r, c- l*iir uii choix convunablc de varijiblc oii peut 
toujours réduire ce multiplicateur a la forme 



X 



(3) I =/f(^ ^. ^¥^ 



et alors on pourra écrire, eii vertu d'une formule élementaire, 



X 



(4) ö> =y*/"(f) . rff/f (A, f, ^)dl = fdÅff{$) . y{X, e, x)dl 

al a a 

Telle est Texpressioii la plus géiiérale de Tiiitégrale o) par une intcgrale 
double. En comparant cette formule a la formule (2) on est conduit a 
supposer : 

f?(A, c, x) = ff{Å — S) . ^'{(c — X)y 

les fonctlons ö-, ^ de vant étre déterminées au moyen de la condition (3), 
qui devient 

X 

I =f<r{X — e) . <p(x — X) . dX, 

« 

ou, en posant A = f + (a; — f)/£ et désignant x — f par Zj 

1 

(5) I = ^/^(^/^) i^ (^ — ^IJ) ^Z^- 

o 

Pour que cette egalité puisse avoir lieu en faisant ^ = o il faut néces-^ 
sairernent admettre que le produit (t{x).^{x) soit infini du premier ordre 
pour rf = o; la convergence de Fintégrale aux limites exige en outre que 
les fonctions a{x)j ^(x) pour o; = o ne soient intinies que d'un ordre in 
férieur a Tunitc. On peut donc poser 

a{x) = x~^^{aQ + a^x + a^x^ +.••)> o <p < ly 

^(x) = x-^{b^ + \x + \x^ + ...)? o < ? < I ; 

p + q= i. 
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L'égalitc (5) dcvient par la substitution de ces valeurs 



1 



mcsO ns=0 

ou 



I = 52, ^^^''ciXJf^''-'{i—liy-'^dix, 



, = v 



m=oo n=oo 



■ in -y n 

2^ /7(m + n) «'» ''('" — P) *» '^(» — 9) • 



m-O n=0 

■ * 

En posant a,^ll{in — p) = c^, b^fJ{n — q) = rf^, ou trouve de la 

(^,A + ^,n-id^ + . . . + c^d^^i + 6*0 ^m = O, m > o. 

Ces conditious font voir qu on peut supposer: c^ = d^ =^ i et qu'alors on 
doit avoir pour y arbitraire 

(i + c,y + cy + . . .)(i + d^y + dy + ...)= I . 

Nous parvenons aiusi au resultat défiiiitif suivant: Ayant ehoisi deux 
iiombres positifs p et q dont la somrne est égale a Tuiiité, preuons une 
serie quelconque 

et forinons le développeinent 



I 



alors on aura 



= I + d,i/ + dy + ...; 



maoo 

m m 



(6) „(x)=.x-'i-fj^, + jjj!^^^-\-j^^+..^=x-'y^ 

^ ' ^ ' \/I{—l>) II{i—p) ' /7(2— 2O ' ) jL^Ilim — 



P) 

msO 



MbOO 



n-O 

(8) j /-(^ . rff = ^ ^ (a; — A) . rfAy/*(^ . tT{k — ^ . rf*. 
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Nous uvons obtenu ccttc gcnéralisatioii de la formule cI^Abel, il y a déja 
plus de deux ans, pär une méthode diiFéreiite dans uiie recherche qui 
n'est pas eiicore publiée. Le changeinent de Tordre des integrations 
effeetué dans la formule (4) a été appliqué pour la demonstration de la 
formule d'ABEL par M. Joachimsthal, en i86o(*), et par M. Létnikoff, 
en i874(*^). 

Soit maintenant 

^^^ V f(y) ' " II (n) " Il{n) 

nous avons alors: 

O o 

et ces deux fonctious sexpriment aisément par les fonctions cyliiidriques 
a savoir 



en particulier pour j) = g = - on aura 

m 

Soit eijcore <p{y) = (i + y)-^ ^ = (^ + y)'> 

_ / .X» <•(*•+ l)...(r + n— I) , r(r— i)...(r — w + l) 

C) JoAcmMSTHAL: I^efter etn Attradionsproblem. Crelle^s Jouroal, T. 58, p. 135. 
O A. B. JI^THHKOBi: HacJi^ÄOBama OTHOCHmiacÄ Kb TeopiH MHTerpajroBi» BH^a: 

X 

f{x — uY''^f{u)du. — MaTeMaTHHecKifl cBopHWCB, H3AaBaeMHft Mockobckhitb Ma- 
tt 

TeMaTH^ecKHMT. OBiuecTBOMT., T. VII (1874), p. 1—206. 
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nous obtiendrons: 

oo 

/\ ^^^k!^r{r + i) , . Jr + n— l) . . , . 



o 



00 



4ix) = x->2^ ;y(^) . ^(H _ q) ivxY^-pix., q, - r); 



et pour r.= q = i — ^ on aura 



/\ « ^, ,/v I i e dx , 






Supposons qiie les coefficiente r^, rf„ ne dépendent pas de p, g et 
considérons les fonctions (6) et (7) en omettant complétemeht les restrictioris 
imposées k p^ q; pour mettre en évidence leur dépendance de ^, g nous 
les désignerons (T_p{x)j ^^{x). Si Ton considére raaipt^nant' Tintégrale 

/ (Tr{Å — ^ . ^,lx — X)dX qui se transforme en z j Ori^ii) . ^,(^ — ^IJ)<ip'j on 

remarque tout de suite qu'cn vertn des relations qiii existent entré les 
coefficients c et rf, cette intégrale se réduit a un seul terme 



z 



1 



oii Ton suppose naturellement r> — i, s > — i. Ainsi on peut écrire 



(9) 
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Soit enfin 



C\ + C,y + Cy + . . . = (^ + A,y + A^ + . ,.){B + B,y + B^ +...), 
en sorte que 0„ = A^B^ + A^^iB^,-\- ... + A^B^^^ + A-^»- Posant 



»=00 



(,o) i;(,)=^2;7^ 






11 = 00 






) 

ffO 



11 = 00 



(ta) ^,(,) = ,.£^ 



n=0 



on trouve pour r > — i , s> — i , 



1 X 



donc 



2 

(13). Tao • <pr+.+,(a5 - ^)d^ = r'/';(.T - m .jm ..s.{i — ^) . d^. 

a a 

Remarquons en terminant que les cinq fonctions (t,{x)^ 4^*{^)j ^*(^)> ''''*(^)> 
0t{x) possédent la propriété exprimée par Tégalité 

(14) -dr^ = ^->(^)' 

et que cettc propriété appartient aussi aux fonctions 

« 

v. =/a^) . n.{x — e) . rff . 

a 

Varsovie, le 20 Jiiin 1883. 



UNTERSUCHUNGEN OBER DIE LAGE DER 

BRENNLINIEN EINES UNENDLICH DONNEN STRAHLENBONDELS 

GEGENEINANDER UND GEGEN EINEN HAUPTSTRAHL 

VON 

LUDWIG MATTHIESSEN 

in ROSTOCK. 



Unter einer Brennlinie eines StrahlenbQndels versteht man im AU- 
gemeinen eine Gerade, welche samtliche Strählen des BOndels schneidet. 
Im Besonderen findet dieser Begriff Anwendung auf unendlich dQnne 
Strahlenböndel, wenn es sich um die Betrachtung der Umhtlllungsflache 
sftmtlicher Normalen eines unendlich kleinen Elements einer krummen 
Oberflftche öder der Form eines in einer continuirlich gekrQmmten Fläche 
gebrochenen homocentrischen optischen Strahlenbftndels handelt. Stukm 
und KuMMER haben das Theorcm aufgestellt, dass immet entweder zwei 
reelle öder zwei complexe Brennlinien existiren und dass dieselben senk- 
recht auf dem Hauptstrahle des Böndels stehen. Neuerdings ist niehrfach 
darauf hingewiesen, dass dies Theorem streng keine allgemeine Göltigkeit 
haben könne, da schon von Reusch (Pogg. Ann. Bd. 130, S. 497 [1867]) gc- 
zeigt worden sei, dass, wenn man die Form eines an einer sphärischen Fläche 
gebrochenen öder gespiegelten homocentrischen Strahlenbtlndels betrach- 
tet, man eine zur Axe des Böndels schiefe Brennlinie erhält. Zech zieht 
hieraus (Schlömilch, Zeitschr.- f. Math. u. Phys. Bd. 24 S. 168 [1879]) 
die Vermuthung, dass drei Strtthlen zur Bestimmung der Brennlinien eines 
dQnnen Strahlenbtlndels nicht genftgen, weil auch noch der Winkel der- 
selben mit der Axe zu bestimmen ftbrig bleibe. Er untersucht deshalb 
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ein Struhlenbtindel, welches durcli seine Axe und irgend zwei diese Axe 
scliueidende Gerade als Brennlinien bestimmt ist, wenn noch éine unend- 
lich kleiiie gesclilossene Kurve, deren Mittelpimct auf der Axe liegt, als 
Leitlinie ijjeKeben ist. Zecii bemerkt mit Bezu<]cnahme auf Steinek s Unter- 
suchungcn [Sj/sfemafische' Enfivicklunrj der Ahhängigkeit u. s. w. S. 253) 
dass Stralilenfadier, die auf eincui einfachen Hyperboloide liegen, beliebig 
viele Brennlinien haben könnon und ferner, dass, wenn die Leitlinie ein 
Kcgolschnitt ist, die zu zwei Brennlinien gehörige Kegelfläche so wie 
jeder Schnitt derselben mit ciner beliebigen Ebene vom vierten Grade 
sei. Hieraus folgt, dass unendlich. dönne Strablenbttndel Brennlinien 
haben, welche mit dem Hauptstrahle im Allgemeinen beliebige spitze 
Winkel bilden. In einer spilteren Abhandlung (Sitzungsber. d. math. u. 
phys. Kl. d. k. bayer. Akad. d. Wiss. 1883, H. i) ist von mir gezcigt 
worden, wie man den Ort und die Lage der Brennlinien eines dtlnnen 
StralilenbQndels berechnen känn, welches von srimtlichen Normalen eines 
unendlich kleinen Elements einer krummen Oberflilche z. B. der Malus'- 
schen Wellenflache eines gebrochenen optischen StralilenbQndels gebildet 
wird. För ein compactes Strahlenböndels d. h. ein solches, welches aus 
lauter Strahlenfächern zusammengeschichtet ist, existiren im Allgemeinen 
immer nur zwei Brennlinien, welche sich in folgender Weise geometrisch 
characterisiren lassen. Jede krumme FlRche hat im Allgemeinen zwei 
KrQmmungsmittelpunctsflächen, die in jeder Normale auf einander senk- 
recht stehen, also Orthogonalflächen sind. Die durch die beiden Haupt- 
normalschnitte und die Normale eines Flächenelements bestimmten Ebenen 
nennt Kummer -die Focalebeneri; die L Focalebene tungirt die IL Krttm- 
inmigsmittelpimctsflRche in der IL Brennlinie; die IL Focalebene tangirt 
die 1. Krummungsmittx3lpunctsflilche in der L Brennlinie. Die 1. Focal- 
ebene trifft die I. Brennlinie im 1. Brennpuncte und cbenso trifft die IL 
Focalebene die II. Brennlinie im IL Breimpuncte. Die Schnittlinie der 
beiden Focalcbenen ist der Hauptstrahl öder die Axe des Strahlenböndels. 
Es ist ferner bekannt, dass der geometrische Ort der Krlimmungsmittel- 
puncte eines jeden der beiden Hauptnorinalschnitte den Namen »Röck- 
kehrkante» föhrt. Man känn also auch sägen: die 1. Focalebene tangirt 
den geometrischen Ort aller llQckkehrkanten der nebeneinanderliegenden 
II. Hauptnormalschnitte eines Fhlchenelementes in der IL Brennlinie; die 
IL Focalebene tangirt den geometrischen Ort aller Iluckkehrkanten der 
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nebeiieinanderliegenden I. Hauptnorrnalschnitte in der I. Brennlinie. Es 
ergibt sich nun unmittelbar aus diesen Thatsachen, dass zwar die Brenn- 
linien in zwei aufeinander senkrechten Ebenen, den beiden Focalebenen 
liegen, damit aber keineswegs die Neigung der Brennlinieii gegen den 
Hauptstrahl bestimmt ist, und hierin liegt eben die irrige Anschauung 
Sturm's von der tetraedrischen Gestaltung eires astigniatischen Strahlen- 
btlndels, indem er annimmt öder vielmehr den Beweis föhrt, es sei diese 
Neigung eine senkrechte. Es gilt dies Theorem nur för einige specielle 
Fälle z. B. fttr den Scheitel eines dreiaxigen Ellipsoides. 

Die Aufgabe der vorliegenden Untersuchung soll die sein, zu zeigen, 
dass man zur vollstilndigen Bestiniinung des Örtes und der relativen Lnge 
der beiden Brennlinien eines beliebigen, auch endlichen Strahlenbttndels 
mindestens yier Strahlen kennen muss und dass alle tlbrigen Strahlen 
gewisse Bedingungen erfUllen mflssen, um zu denselben Brennlinien zu 
gehören. 

Wir gehen aus von der Betrachtung beliebigcr Strahlen im Raume 
und beziehen ihre Gleichungen auf ein beliebiges rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem. Zur Bestimmung der Constanten einer Brennlinie betrach- 
tcn wir die Coordinaten ihrer Schnittj)unkte mit samtlichen Strahlen als 
Unbekannte. Sind n Strahlen gegeben, so lassen sich 4^ Gleichungen 
mit 3n + 4 Unbekannten aufstellen. Dieselben sind also nur dann be- 
stimmt, wenn w = 4 ist. Wir haben demnach folgende scchszehn Glei- 
chungen nach Xy y, z aufzulösen: 

a, die Gleichungen der Strahlen: 



•^1 + ^i-s^i + «i = o, 

•^3 + «a^3 + »y = o, . 
y-, + h^', + Ä = o; . 

b, (lie Gleichungen der Brennlinien: 



Vi + ^ + y9 
.T, + az^ + a 



= o, 
= 0; 

= 0, 
= o; 



.'•, 


+ «,-' 


i + «i 


-- 0, 


y-2 


• 


i + Ä 


- 0; 


•''i 


+ a,2 


* + «4 


- 0, 


lU 


+ h,z 


*+Ä 


— 0. 


^-, 


+ az.t 


+ a=- 


0, 


//, 


+ hz. 


+ /9- 


0; 


X; 


+ «^4 


+ « = 


0, 


iU 


+ ^ 


+ P- 


0. 
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Damit diese Gleichungen zusatnmehbestehcn, ist erforderlich, dass sei 



I o ttj »j 



I o a a 
o i b ji 



I o a, o, 




o I b, p, 
i o a a 




o \ b p 





I o a, o, 



I o a a 
o i h p 



I O a^ OL^ 



i o a a 

o i h p 



= o. 



Daraus resultirt folgendes System von Bestimmungsgleichungen fttr a, a, &,y9: 



a — »j 


a - 


-«i 




fl — 


-a, 


a — a^ 


b &, 


^- 


-Ä 




ft- 


-z». 


p-^ 


a a. 


a - 


-«8 




• 

fl 


■«4 


a — a^ 


b-b. 


^- 


-Ä 




b — 


■K 


p-p. 



= o, 



= o. 



Durch Elimination von ap — ab crhalt nian folgendes System vört linearen 
Gleichungen bezöglich a, ^, a und h: 



a a^ — a. 



b Ä-Ä 



a a. 



'8 



b Ä-Ä 



a a^ — a^ 



P K-K 



a a. 





fl, 


»1 




fl, 


a, 








+ 








K 


Ä 




K 


Ä 



= o, 



a a. 



a. 



* Ä-Ä 



p ^ 



a a. 



P K 



«» 




«1 


«1 


+ 


«3 


«3 


^3 




«•. 


A 




*a 


Ä 



= o, 



«4 




«I 


«1 


+ 


«4 


«4 


K 




*! 


A 




^•. 


Ä 



= o. 



Diese Gleichungen lassen sich ktlrzer schreiben durch 



A^a + BJ) + I = o, 
A^a + 2?.a + i = o, 



A^a + B,[i+ I =o. 
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Das voIlstiVndige System föhrt deinnuch auf eine quadratische Gleichung 

M,a^ + N^a + P, = o. 
Daraus ergeben sich die conjugirtcn Wurzelwerthe: 









Das Strahlensystem hat also entweder zwci reelle öder zwei complexe 
Brennlinien; dieselben sind im Allgemeinen zwei unter einem beliebigen 
Winkel sich kreuzende Geradc uiid ihre Gleichungen: 



^•+ K + '^i)^ + (^"2 + ^2) = o^ 



y + K + %)z + K + ^4) = o; 
X + (wij — n^)z + (m, — wj = o. 



Die Bedingung ihres Senkrechtstehens wtlrde iauten 

m\ — n[ + m\ — Wg + i =0. 

Fur den Fall imagiiiärer Werthe von n^ und n^ wörden die Brennlinien 
unniöglich sein und folgeweise auch einen coniplexen Winkel mit einan- 
der und mit den Strahlen bilden mössen. Die Oerter der aclit Brenn- 
puncte findet man durch Auflösung des Gleicliungensystemcs: 

Xi + OfZ, + a, = o, 

yi + h^i + Pi = o, 



indem man i von i bis 4 schwanken lllsst. Auch die Brennstrecken auf 
den einzelnen Strahlen lassen sich leicht durch Kechnung linden; ebenso 
die Dimensionen der Brennlinien, 
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Dass die Breniilinien im AUgcmeinen schief gegeneinandcr stchen, 
erweist folgendes Zahlenbeispiel. Es sei 

(o — i)(/9— 2) — {b— 3)(a — 4) = o, 
(a - 2)(y9 - 5) - (& - 6)(ct - i) = o, 
(« — 3)(/? — 2) — (i — i)(a — 5) = o, 
(a _ 2){i9 - 3) - (J - 4)(a - 6) = o. 



Die FinaltijleichuiiÄ ist 



202a^ — 86ia + 89 = o, 



und (lic siTnultiuicn Wurzelwerthe 

a' = 0,106 a" = 4,156 

V = 5.445 &" = 4,822 

a' = 2,720 a" = 5,212 

1^ = 5,502 ^'= 2,699. 

Fur die gegenzcitigc Neigung der beiden Breiinlinien findet man danius 
den Winkel 39° 5' 40". 

Wir woUeii nuinnchr diese Betraclitungen auf ciii unendlieh dtlniies 
IJtii)del von vier Strahlen iibcrtragcn, indem wir die Grössen a^ h^ a^ ^^ 
uin unendlieh klcine Grössen /, tf, ft>, ^ von derselben Ordnung der 
Kleinheit variiren. Wir setzen denigemass voraus, es sei 

a, =-. a, + o)^ y9, = y9j — ^\ 

a3 = a, + ö>, p^=p^ — ip^ 

»4 = «! + ^3 Ä = Ä — ^\- 

Das frlUiere System der drei linearen Gleichungen beziiglieh a, h, olj ji 
gelit dadurch ti ber in: 



«» «i Xi 


ft, -&, + *. 


«a - «i Xi 


h-h + ^.. 


«4 - «i ;ir8 


K-^ + »» 
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(a _ a,)4,, + (* — ftjfti, + (a — a,)», + (/9 — (i,)x, + {4\Xx — ^x<»i) = o, 
{a — a,)</,, + {h — b,)a>, + (a — aj«, + (/? — /?,)/, + (v^;f, — »,o>,) = o, 

(« — «i)v^ + ('^ — *i)^3 + (a — «i)«3 + (/9 — Ä)/3 + (v''a/3 — ^'3^3) = o- 

Die Absolutglieder sind nun zwar unendlich klcine Grössen der II. Ord- 
nung; es wird sich aber zeigen, dfiss sie sclbst dann nicht gegon die 
vorangehenden Glieder vernaehlässigt Averden dörfen, wenn a — a^j b — b^, 
a — Äj und ji — ^j endliche von NuU verschiedene Werthe aimehmcn. 
Eliininirt man nun je zwci dieser Grössen, so wird man zu folgenden 
Glcichuno^en geffthrt: 



(fl — fl.,) 



{h - b,) 



(a — a,) 



v''. Xi *i 

^''2 Xi K 

</'n Xi *» 

ö». Xi <f'i 

<»» /» v''» 

<^3 Xz 4'Z 






+ {b- K) 



<»i Xx 


»X 




ö»» X7 


», 


+ 


<^z Xz 


»z 





+(«-«,) 



''x 


Xi 


4\ 




», 


Xi 


J^, 


+ 


^ 


Xz 


<Pz 





^z ^z 4' 



z 



+ (/5-Ä) 



Xi 0*1 ^''1 




Xi ^i 4'i 


+ 


Xz f^z 4z 





4'iXi —^i<^,) Xx *i 

4ai — •"j*'») Xi ^i 

^''3/3 — ^f^z) Xz *3 

4xXx — *i<"i) Xx 4'x 

4'iXi — *»<»») Xi 4'i 



4'zXz — K<^z) Xz 4'Z 



4\Xx—^x<^x) 4'x <^i 
4'iXi — ^i<^i) 4'i ^i 

4'zXz — f^z^z) 4z ^z 



= o, 



= o, 



rrrr Q. 



Uin einc Gleichung in (« 
stehendcr Gleichuiigen (b - 
gleichung 

(«-«,)(/5 



- «,) zu erhalten, wQrde man mit Hölfo vor- 
/>,), (« — Oj) und (/9 — /9,) aus der Grund- 



ZU ellminiren haben. Zu diosem Zwccko bedient man sich mit Vortheil 
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folgendcr Relutioncn, in w».'lchen das zwcite Glied den gleichen Coeffici 
enten hat: 



(« — «i) 



(a — rt,) 



(o — «,) 



4\ X, *i 

^S Xi *» 

4\ Xz *3 

Ö*! /l V''l 

Ö»» Xl </'2 

0*3 /» v''» 



1 <^l 4' I 



ö, 6), i?', 



+ (&-^) 



0*1 ;iri 


«. 




ö*» ;ir» 


'5', 


+ 


o*» Xs 


*3 





+ («-«,) 



<"! ;iri 


*. 




ö»» /» 


«, 


+ 

f 


«»« ^8 


*8 





+ (/5-Ä) 



ö*! ;iri 


"J". 




<"» ;ir» 


*, 


+ 


^Ws ;irs 


'^8 





(i^»/il — ''»«'») X2 *» 

(j^3;irs — *8<»8) Xz *3 

{4'iXi—^i^i) ^i xi 

iMz—^z^z) ^z Xz 

(f''8/3— ^.Ö^s) *8 6)8 



= o, 



= o, 



= o. 



Bezeichncn Ä, B, C, D und ebenso M, N, P unendlich kleine Grössen 
der III. Ordnung, ferner fi, v, z solche der I. Ordnung öder derselbcn 
Ordnung Avie ^>, ^, i9, o», so känn man die drei letzten Gleichungcn der 



Körze wegen schreiben: 



(a — a^)A + (& — 6,)B + Mft = o, 



(a — a,)C + («— a,)^+ Np 



o, 
o. 



Die Finalgleichung in (a — a^) ist 



(a — a,y{AC + BD) + (o — a,){CM/i + ANv + BPjt) + MNfxv = o. 

• 

Bei willkilrlichen Annalimen der Eleinente </f, /, j9, cd ist nun der Coeffi- 
cient von (a — a^y eine unendlich kleine Grösse der 6, Ordnung, der 
von (a — aj eine von der 7. Ordnung, das Absolutglied eine von der 8. Ord- 
nung;. und rihnlich wird es sich mit den Finalgleichungen in (b — &J, (a — a,) 
und ^ — 13^ verhalten, Wenn deinnach a — a^ auch nur mien von Null 
verschiedonen endlichen Werlh haben soll, so inuss AC + liJ) eiiie kleine 
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Grösse der 7. Ordnung öder tiberhaupt die beidcn grössten Coefficienten 
von gleicher Ordnung sein; entweder wird dann der andere Wurzehverth 
eine kleine Grösse der i. Ordnung, öder unendlich gross, öder die Glei- 
chung hat zwei gleiche Wurzeln mit entgegengesetzten Vorzeichen. Die 
eine Brennlinie schneidet alsdänn samtliche Strahlen unter einem end- 
lichen^ von Null verschiedenen WinTcel, wogegen die andere mit dem 
Hauptstnihle coincidirt, wenn der zweite .Wurzelwerth verschwindet. 
Wenn dagegen a — a^ zwei von Null verschiedene endliche Werthe liaben 
soll, so mtissen die drei Coefficienten der quadratischen Finalgleichung 
unendlich kleine Grössen der 8. öder einer höheren Ordnung sein. Be- 
zeichi^et demnach (^a)^ eine Grösse der i. Ordnung, so ist die Bedingung, 
dass a — a^ mindestens einen endlichen von Null verschiedenen Wert habe: 



V''? 



vS Xi *i 

V''2 X2 *2 
<P2 Xz *3 



^i Xi 


S^. 




<"» Xi 


vS 


+ ' 

^</'1 


»»a X^ 


fr''3 





öl, 


Xl 


K 




ö>. 


X7 


». 


• 


<^3 


Xs 


». 








= {</•)'■ 



Es ergibt sich darauS die bemerkenswerthe Thatsache, dass wenn eine 
Brennlinie den Hauptstrahl eines unendlich dilnnen Strahlenbttndels unter 
einem spitzen Winkel schneiden soll, die Summe der beiden voranstehen- 
den endlichen Grössen zwar unendlich klein, aber nicht gleich Null werden 
darf, vorausgesetzt, dass die Coefficienten der beiden andern Glieder der 
Finalgleichung resp. von 7. und 8. Ordnung dér Kleinheit sind; und 
ferner dass, wenn die Summe gleich Null wird, die Brennlinien mit dem 
Hauptstrahl coincidiren. Der Werth a — ^j verschwindet . auch, wenn 
AC + BD eine kleine Grösse der 6. Ordnung bleibt. Es braucht kaum 
hinzugefQgt zu werden, dass wenn a — a, gleich Null wird, im Allge- 
meinen auch {b — ftj, (a — aj und (^ — /9j) verschwinden. 

Wenn man das unendlich dönne Strahlonböndel als den Complex 
sämtlicher Normalen eines unendlich kleinen Elementes einer krummen 
Oberfläche ansieht, so ist, wie frtlher von mir gezeigt worden ist. 



tg(?. = 



tpo\ = i I 

Aetn mafhemntira. 4. Imprimé 23 Févrlcr 1884. 



;g«\ = ( 



r) a/> ' 



24 



186 Ludwig MatthiesscD. 

wo 6?j und (?2 die Neigungswinkel der Breniilinien gegen den Hauptstralil, 
T und p die Hauptkrömmungsradien, 95 und da die DiflFerenziale der 
Hauptnornialschnitte der Fläche öder die rechtwinkligen Halbmesser der 
indicatorischen Linie bezeichnen. Die Analogie zwischen diesen und den 
vorangehenden Formeln besteht darin, dass auch d^ und d^ gleich Null 
werden, Avenn die Differenzen (a — 'a^) u. s. w. verschwinden. 

Zur ErlHuterung des ersten Falles, in welchem die eine Brennlinic 
mit dem Hauptstralile einen von Null verschiedenen Winkel biidet, die 
anderö mit demselben coincidirt, möge ein Zahlenbeispiel gewählt werden, 
indem wir fur die Variationen rr, i9, cd, ^a etwa Tausendstel annehmen. 
Es sei 



0, — 2,000 




A - 5 »000 




\ 


1,000 


■ 


oti — 3,000 


fl, — 1,998 




Ä — 4,9995 




K 


- 0,999 




«, — 2,999 


«s — ^»997 




A - 4,99749975 




^ 


- 0,998 




«a — 2,996 


«4 — I »996 




Ä — 4,99750050 




K 


- 0,997 




»4 — 2,997- 


Daraus folgt 




• 






• 






X^ — 0,002 


4\ 


0,0005 


*. 




— o,oai 




ä>, — — 0,001 


X^ -T- 0,003 


^. 


~ 0,00250025 


*, 




— 0,002 




ä>, — — 0,004 


/3 - 0,004 


^z 


= 0,00249950 


*3 


* 


— 0,003 




ä»3 — 0,003, 


Die Rechnunger 


1 e: 


rgeben daraus weiter 










A 2,001 


> 


c 3^997, B 

lOOO* 


: 


4,000 
1000' ' 


D 


1,999 


lOOO' 


1000' ' 



also den Anforderungen gemäss 

iooo^(^C + BB) = 0,001997 = {(f)\ 

Es sind demnach A^ By C, B sehr kleine Grössen 3. Ordnung, die Coef- 

ficienten der beiden ersten Glieder der Finalgleichung von der 7. Ordnung, 

das Absolutglied von der 8. Ordnung. Setzt man der Körze wegen 

a — rtj = Xy p — ^j =y> ^ — ^1 =-2?, a — ttj = ^, so erhalt man folgende 

Bestimmungsgleichungen : 

ocy — zt =^ Oj 

0,5^ + 2y— z — t =0, 

• 2,5oo2 5.r + 3?/— 4^— 2^ — 0,0005 = o, 

2,49950^ + 4^—3-2^ — 3^ + 0,0010 = o. 
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Daraus resultiren die Gleichungen 

, 0,49975a; — y + 0,0005 = o, 
0,50025a; — z — 0,0005 = o, 
0,99925a; — t + 0,0015 = o. 

Die Finalgleichung in x ist 



0,49925^ 



0,997^ — 0*003 = o. 



und ihre Wurzeln 0?^ = 2, o^^ = — 0,003. Daraus ergebeii sicli die si- 
multanen Werthe: 



«1 - 2 


Ä =5 


h,-^ 


«i - 3 


a' — 4. 


13' -6 


V - 2 


a' -5 


a" — 1 ,997 


?' — 4,999 


h" — 0,998 . 


«"- 2,9985. 



Wir können weiter dic Winkel berechnen, welche die Brennlinien mit 
dem Hauptstrahl und mit einander bilden. Da das Strahlenbiindel sehr 
dftnn ist, so können wir den ersten Strahl als den Hauptstrahl betrachten 
und die Neigungswinkel <?, und d^ gegen diesen suchen; dieselben werden 
nur um sehr kleine Grössen von den ttbrigen drei Paaren abweichen; man 
findet ^^ = 11° 29' 30" und f?^ naliezu gleich NuU, den Winkel der 
Brennlinien mit einander gleich 11° 31' 30". Die Coordinaten der beiden 
Brcnnpuncte sind 



^1 = 



Vx = — 4, h = — i; ^2 = — 2, y., = — 4,5* ^, = — 0,5;- 



endlich die Brcnnstrecke gleich yi^S- 

Auch der allgemeinere Fall, in welchem beide Winkel rJ^ und <Aj 

von o und - verschieden sind, mö<]^e hier als besonders lehrreich durch 
cin Zahlenbeispiel illustrirt werden. Wir nehmen an, es sei 



a^ = 2,000 y9j = 3,000 

«3 = ^998 13^ = 2,99775057 

«3 = ^997 Ä = 2,99224859 

«4 =-1,996 ^4 = 2,99375132 



^- 


— 1 ,000 


a, — 3,000 


K- 


— 1,00374981 


a, — 2,999 


K 


— 1,00625047 


O3 — 2,996 


h- 


— 1,00774956 


«« — 2,997. 
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Diiraus cr^jjebeiT sich folf]^ende Wcrthe der Variutioiien: 

Xi = 0,002 ^Aj = 0,00224943 i9j = — o,oo3749Bi (o^ = — 0,001 
;f, = 0,003 vS = o>oo775i4i A^ = —0,00625047 w^ = —0,004 

X.^ = 0,004 V''3 = 0,00624868 ^3 = 0,00774956 Ö>3 = 0,003- 

Dic Berechnunnr der Dcterminanten crf]^ibt weiter 
. 0,00181 ^^ 0,00543 ^ 0,00181 ' 0,00905 

1000* 1000* 1000' 1000' 

Es ist dcrnnach der Anforderuiig gemäss 

iooo^{AC + BD) = — 0,0000065522 = (^t)^ 

Die Determinaiiten Aj Bj Cy D sind kleine Grössen der 4. Ordnuiig, 
iiiithin alle drei Cocfficieiiteii der quadratischen Finalgleiclmng von 8. 
also gleicher Ordnuiig. Fttr x, y, z, t erbalt man die Bestimmungs- 
gleichungen 

2,24943.r +21/— z— 3,74981^ + 0,00076 = o, 
7,75141a; + 3// — 4^ — 6, 25047^ — 0,001 88 = o, 
6,24868^1; + 4y — 3^ — 7j74956f + 0,00176 = o. 

Daraus resultiren die Gleichungen 

51; — y— 7 = o, 

X — ^ + I =0, 

30; — t — 4 = 0. 

Die Finalgleicliungen werden folgende: 



35* — 335 + 2 = 0, 


X, — 2, 


X, 


I, 


}f— y — 6 — O, 


IJi - 3. 


y^ 


2, 


z'' — sz + ^ — 0, 


^1 - 3. 


z^ 


2, 


f t 2—0, 


t, -2, 


h - 


— I. 
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Die Constanteii der beiden Brennlinieii uud des Hauptstrahles sind dem- 
zufolge : 

a' =4 ^=6 y = 2 a' =5 

* a" =3 /5" = I &" = I a" = 2 

«i = 2 Ä = 3 ^ = — I «! = 3- 

Bezeichnen wir den Winkel, welchen die beiden Brennlinien mit einander 
bilden, durch s, so finden wir 

8, ='51° 25' 10", d^ = 42^ 23' 40", e = 9^I6' 30". 
Die Coordinaten der beiden Brennpunctc sind 

Cl = — I, 7i = 0,5, ^^ = — I 

^2 = — 5j ^3 = — 2, Cj = I. 

Die Brennstrecke hat die Grösse 



V(c, - O' + (7. - ?J* + (C. - C.r = V26,2S. 

Unsere Untersuchungen haben also zu dem beaehtenswerthen Resulta te 
gefnhrt, dass die beiden Brennlinien unendlich dftnner Strahlenbtindel 
durch vier einzelne Strahlen bestimmt sind und dass dieselben unter 
sich und mit dem Hauptstrahle sehr verschiedene Winkel -bilden können. 
Wenn nun neue Strahlen hinzutreten, welche zu deuselben Brenn- 
linien gehören, so mttssen sie gewisse Bedingungen erfttUen. Die Varia- 
tionen ^^j ö„, öi„, ^„ mössen oiFenbar so gewahlt werden, dass das oben 
aufgestellte System von linearen Gleichungen bestehen bleibt. Durch die 
Variationen der Constanten muss folgendem Systeme von Gleichungen 
GenUge geschelien: 

(a — a,)^, +{b — \)w, + (a — a,)», + (^ — A)/, + {^^i — *i^i) = o, 
(a — aj^, + {b — \)w, + (a — a,)», + (^ — Ä)/2 + (v^/. — ».^,) = o, 
(^^ — «i)v''3 +{b — \)w, + (a — a,)&, + {/S — [i,)x, + (s^a/a " ^z^z) = O, 

(« — «l)v''» + {b — b^)0), + (a — Oi)*„ + (/5 — p^)Xn + {^n — KiOn) = O. 
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Die BedinÄunojsgleichunoren sind offenbar die fol<jenden zwei: 



Xh k 0>n </'n 

Xl *1 Ö»! V''l 

Xi *» Ö»» S*» 

Xs *8 »»S V''3 



= O, 



wofiir man kttrzcr schrciben känn 



l^Xn + GK + Äw, + Ii<;.„ = o; 



ausserdem 














(^«/« - 


- Ko>n) 


K 


iOn 


^" 


• 


{<;-iXi- 


- *i^l) 


*. 


(O, 


V''l 




(</-^X2 - 


- ^,<0,) 


». 


ft>, 


4h 




{4'»Xz - 


- K<^i) 


». 


(«3 


4'. 



= o. 



Durch willkttrlichc Annahmen von ;f„ und tf« erhalt man daraus zwei 
linearc Glcichungen in ö>„ und ^a^,, woraiis diese bercchnet werdcn können. 
Die bciden Relationen bringen zugleich eine bemcrkcnswerthc Eigenschaft 
siUntlicher Norinalen eines unendlich kleinen Elements einer krummen 
Oberfladie zum Ausdruck. Wenn die Coustanten der beiden Brennlinien 
bereits bekannt sind, wird man sich mit Vortheil der beiden linearen 
Gleichunoren 

(«' — an)4-n + ip' — K)<o. + («' — a,)*» + {^ —Pi)Xn = o, 
(a" — «.„)^s. + (i" — b„)<o„ + (a" — a,)é>, + (/S" — j9,)xn = o 

bedienen können. Die Rechnung ist selbstverständlich bis auf kleine 
Grössen der 2. Ordnung incl. genau auszuftihren. 

Es lässt sich nun noch zeigen, dass es unendlich viele reelle un- 
endlich diinne Strahlenbtlndel giebt, welche sich zu einem gegebcnen 
Paare imaglnärer Brennlinien construiren lassen. Wir nehmen an, die 
Constanten derselben seien 



a = ^'«i ± Wj y — 1 , /9 = m^ ± n.^ y'— i , b = m^ +n.^yj^i^ a = m^ ± n^ y'— i ; 
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und setzen ziiiirichst voraus, cs sei der Hauptstrahl durch dic Elcincnte 
fl, h^ a, /9j bcstimmt; alsdann geltcn Iblgende Gleichungen: 

(m, + w, yj^~i — fl„)/,„ + (m, + w., v'=n' — h„)a)„ + (»»^ + «, ^1^7 — o,)i9, 

+ K — w» v^^ — /?, );ir, == o. 

Daraus folgrt 

('«, — «»)i-''» + (»W-S — *.)«'« + ('»4 — Ol)"^» + (»'» —Pl)Xn = O» 

Durch willkQrliche Annahmen von ;f, xind ^, erhalt man also zwci lincare 
Gleichungen in j/>, und ö>„, woraus diese berechnet wcrdcn können. 

Wenn der Hauptstrahl nicht bekannt ist, so lasst sich ein solchcr 
dernnach immer linden auf folgende Art: 

Inden» man z. B. b^ und a, Avillkftrlich wahlt, lassen sich dic zu- 
gehörigen Werthe Oj und y9j berechnen aus folgenden Gleichungen: 

— K + »8 >^^^ — *i)(»»4 + »*4 V^=n" — a,) = o, 

— K — »8 V=^ — ^)(»'4 — »'4 V^^ — a,) = o. 
Ftlihrt man die Multiplicationen aus, und sctzt der KOrze wcgen 

{»h^>h — »»3»»4) + (»^*8«4 + W»4»8) V^^ = ^, + ^2 l'^^ , 

SO findet man 

a^p^ — m^a^ — »»,/9, + A^—Å^ — aj)^ + m^a, + m^&, = o, 
«,fl. + «.Ä — i?, + i?, — «3«i ~ «4^ ~ o- 
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Eliininirt inan y9j, so erhält man die Finalgleichung. 

wo f eine lineare, F eiiie quadratischc Function ist. Es lassen sich dann 
ttj und ftj allemal so wählen, dass a^ reell wird; dadurch wird auch ^5, 
reell. Mit Httlfe der Gleichungen 

(Wj — a„)ip,, + (w?3 — ft„)öi„ + (m, — a,)#, + (m, — y9j);f„ = o, 

lassen sich alsdann unendlich viele unendlich nahe Strahlen des Btindels 
berechnen. 

Sämtliche oben aufgestellte Gleichungen gelten nattirlich auch fttr 
endlich dicke Strahlensysteme mit gemeinschaftlichen Brennlinien. Es 
treten aber Abktirzungen der linearen Gleichungen selbst dann nicht ein, 
wenn die Variationen /, #, ö>, ^ unendlich klein, also die Absolutglieder 
unendlich kleine Grössen der 2. Ordnung werden. In einem derartigen 
Fehler dttrfte die Ursache zu suchen sein, in Folge deren Sturm und* 
KuMMER in ihren bekannten Untersuchungen (Pogg. Ann. Bd. 65 und 
BoRCH. Journ. Bd. 57) so wie auch Helmholtz {Phjsiol. Opt. S. 246) zu 
einem abweichenden Fundamentaltheoreme des Astigmatismus gelangt sind. 

Rostock, 22 September 1883. 



SUR L'USAGE DES PRODUITS INFINIS 

DANS 

LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 

PAR 

CH. HERMITE et R. LIPSCHITZ. 



1. Extrait d'une lettre de M. Hermite å M. Lipschitz. 

Une remarque a cette occasion sur los formulcs 7, 8, 9, 10, 11 

de la pagc 89 des Fundamenfa; il me parait eonvenable d'introduire ces 
quatre produits infinis: 

^ = (' +(?')(• +00 +o--- 

C = (i + y) (I + q^(i + <7») . . . 



{ABC= 1) 



on a alors 



\k = V'2 YqA^B, \k' = B^A 



En évitant les dénoniinateurs j'obtienR comme vous voyez plus de sy- 
inétrie. 

Paris, 14 Décembre 1883. 



Acta mathematira 4. Imprimé 11 Mar* 1884. 25 
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2. Extrait d'une lettre de M. Lipschitz å M. Hermite. 

Si vous avez jugé convenable d'introduire les quatres produits 

infinis 

A = n.(i + fz'"), B = n,(i - r/-) 

c = n„(l + r/'-'), i) = n„(i - q'") 

011 n parcourt tous les nombres depiiis i jusqu'a Tinfini, qui sont con- 

joints par réqiiation 

ABC= I, 

il mc semble, que votre procédé se trouve confirmé par des oonsidérations, 
que je me permets de vous expliquer. 

Dans le mémoire posthume de Gauss, Zur Theorie der transcendenten 
Functionen gehörig, T. III des oeuvres coinpletes, Tauteiir a exprimo les 
fonctions *o(o)j ^3(0) ^t quelques autres »a Taide du seul produit infini 

n„(i-r/x 

qu'il désigne par [q], mais que je désignerai par la charactéristique G{g). 
Uartiele 4, page 440, contient les representations 

et la relation remarquable 

Poiir la fonction ^2(0) on a d'abord rcxpression 

■ 
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Partant, en introduisant dans la formule mentionnée relative k *s(o) la 
fonction G{ — q), je parviens aux troia expressions symétriques 






-2) 
) 



Mais pour les produits infinis A, B, C, D on a les formules 

"*-6r(?)' ^~ö(7)' ^-"Gc^' ^-^WJ' 

I 

qui ménent des dites expressions a celles que vous m'avez bieii voulu 
communiquer. En niéme temps votre équation ABC = i colncide avec 
Téquation citée de Gauss, que Ton peut écrire, coinme il suit 

(I) G{g)G{g*)G{-g) = CP{q'), 

et la relation ^l(p) + Aj(o) — iVg(o) = o se change dans celle-ci 

(II) G\q) + i6qG\q*) - G\- q) = o, 

qui ne différe que par le facteur G^{q^) de la formule (14) de Tarticle 
36 des Fundmnenta. 

Ayant fait ces remarques sur Tusage du produit G^(?) je me suis 
proposé d'exprimer les quatre fonctions ^o(m^)> ^iWj ^sWj ^»W P^^ le 
produit infini correspondant 

P[Wy q) = n,(i — g-e^-^Xi — ^"^-"''O' 

d'ou suit réquation 

G{q) = }rPKT)' 

Alors les formules connues 

»^{tv) = ö(g')n„(i — 2q^^-' cos 2W7t + r/"-') 
*,(i^) = ö(j') 2ji sin M;;rn„(i — 2j^" cos iwn + g^") 
A^(j(?) = G{q^)2q^ cos>W7rJIn{i + 2(/^" cos2w;r + ?*") 
^^(k;) = Ö(?')n„(i + 2g^"-^ cos 2u;;r + q'"-') 
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soiit transformées dans lei^ suivantes 

&^(-w) = \'P(p, q^) 2q* sin W7TP{tv, g*) 

D'ailleurs la multiplication actiielle des produits infinis donne Téquation 

(III) P(«;, g)P{2w, q*)P{w, - g) = P\w, (f)P{2w, q% 
De Tautre part, conime on a les expressions 

\k su {2Kw) = -^ 
ct en conséquencc Icquatioii 

■ *{(«') — *i('t') + *3(«') — flJ(M') = o, 

on parvient a l'iclentité 

(IV) 1 658in*wa-P''(w, q^)— 1 6jco8^<;;rPX2M', ?') + P\iv,—q)—P\w, q)=o. 

Or les équations (III) et (IV) se changent respectivement dans les équa- 
tions (I) ct (II) en supposant w = o, 

Bonn, 2 o Décembre 1883. 



DEMONSTRATION DU THÉORÉME DE CAUCHY. 



Extrait d'une lettre adressée å M. Hermite 



PAR 

E. GOURSåT 

i TOULOUSE. 



Voici uiie demonstration du théoréme de Cauchy, qui me parait un 
peu plus simple que Ics demonstrations habituelles. EUe repose unique- 
ment sur la definition de la dérivée et sur cette remarque que les inte- 

grales définies fdz, fzdZj prises le long d'un contour fermé quelconquc, 

sont nulles. 

Soit f{z) une fonction de la variable complexe Zy uniforme et continue, 
ainsi que sa premiere dérivée f{z)y a Tintérieur d'une aire A liiiiitée par 
un contour fermé Cy simple ou multiple, et sur ce contour lui-méme; 
j'admettrai de. plus que ce contour a uiic longueur finie. Imaginons que 
Ton partage Taire A en parties plus petites par des paralléles équidistantes 

a deux directions rectaiigulaires ; Tintégrale ff{z)dZy prise le long du 

contour total dans le sens direct, est égale a la som me des intégrales 

ff{z)dZy prises dans le méme sens le long du contour de chacune des 

parties en lesquelles on a subdivisé Taire A. Il suffit de remarquer qu'en 
ajoutant ces derniéres les parties de Vintégrale qui proviennent des lignes 
auxiliaires se détruisent, comme étant prises deux fois dans des sens 

Äctm mathemutiea, 4. Imprimé 11 Man 1884. 
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différents, et il reste Tintégrale jf{z)dZy prise le long du contour total. 
Soit C^ le contour de l'une de ces parties; on aura 



(O 



ff[z)dz ■-= Z flXz)ih. 



(O 




ou 



Les parties A^ sont de deux sortes; les unes sont des 
carrés, les autres sont liniitées en partie par des lignes 
droites, en partie par des ares du contour C. Je considére 
d'abord un carré, tel que ahdc et un point z^ a rintérieur. 
Le long du contour de ce carré, on a 

Z Zi 

f{z) = f{z) + rW(^ — -2^.) + s(^ — z) ; 



par suite 



ff{z)dz = [f{z) — zj\z,)]fdz + r{z)fzdz + fe{z — z)dz. 

Les deux premiéres intégrales étant nuUes, d'aprés la remarque faite au 
debut, il reste 

ff{z) dz ^ Jo{z — z^ dz . 

■ 

Soit I la distance de deux paralléles voisines et s^ la valeur maximum 
du module de e le long du contour du carré abdc; on sait que 

Mod{^ ff{z)dz) < fsj\^ds = 4eiP\^. 
En appelant a< Vaire de ce carré, on aura 



(2). 



Mod[f f{z)dz] < 4Si\^a,. 
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Prenons en second lieu un polygone curviligne tel que 
abcde et un point Zi ä Tintérieur. On aura encore 

ff{z)dz = fs{^ — ^i)dzj 



et par suite 



Mod [ff{^)d^] < eJVJ fdz < sj\'2{4l + nrcae) 



ou 



(3) Mod [ff{z)dz^ < 4£<VI6< + sjy2 arcaCy 

en appelant encore e, la valeur maximum de s et b^ Taire du carré 
ahcdef. En ajoutant toutes les inégalités (2) et (3) et désignant par tj 
la valeur maximum des e,, on a ä fartiori 

}Aod[ff{z)dz] <7j\^[4/^ + 1S\, 

(O 

ou ^ désigne la somme des aires des carrés qui ont une partie a Tintérieur 
de Taire -4 et ä la longueur totale du contour C. On voit que le second 
membre est le produit d'un facteur qui a une limite supérieure finie par 
un facteur rjY2 qui peut étre rendu aussi petit qu'on le voudra. Or le 
premier membre a une valeur déterminée; donc on doit avoir 

Jf{z)dz = o. 

A la vérité, la demonstration suppose, pour étre rendue absolument 
rigoureuse, que Ton peut prendre la longueur I assez petite pour que 
tous les modules des quantités désignées par e soient constamment moindres 
qu'un nombre donné a Tavance, aussi petit qu on le voudra. Cest ce 
qui résulte des hypothéses faites sur f{z) et sa dérivée. En effet, cette 
dérivée étant supposce continue a Tintérieur de Taire Ä et sur le contour 
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lui-meme, on sait, qii'étiint donnée une quantité positive ö-, arbitrairenient 
choisio, 011 pourra toiijours trouver une autre quantité positive J tel le que 



Mod 



f{z + h) - f{z) 
h 



m 



<T, 



des que le modiile de li ne surpassc pas d, et cela pour toutes les valeurs 






de z considérées. Il suffira donc de prendre ' < — pour qii'oii soit siir 

que les modules de toutes les quantités s sout moindrcs que u, et la 
demonstration devient entieremcnt rigoureuse. 



Toulouse, Noveinbre 1883. 



SUR LES GROUPES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES 



PAR 

H. POTNCARÉ 

h PAIUS. 



Dans trois méinoircs^ (Actii Mathematica T. i, p. i — 62: Sur les 
(/roiipes fitchsiens; Acta T. i, p. 193 — 294: Sur les fondions fuchsiennes; 
A c ta T. 3, p. 49— -92: Sur les groupes kleinéens) j'ai étudié les groupes 
discontinus forinés par des substitutions linéaires et les fonctions uniformes 
qui ne sont pas altérées pur les substitutions de ces groupes. Avant de 
montrer comment ces fonctions et d'autres analogues donnent les intégral(\s 
des équations linéaires a coefficients alo;ébriques, il est nécessaire de 
résoudre deux problémes iniportants: 

1°. Ktant donnée une équation linéaire ii coefficients algébriques, 
déterminer son groupe. 

2°. Etant donnée une équation linéaire du 2*^ ordre dépendant de 
certains paraniétres arbitraires, disposer de ces paraniétres de nianiére que 
le groupe de Téquation soit fuchsien. 



§ 1. Invariants fondanientaax. 

Occupons-nous d'abord du premier de ces problémes. 
Considérons une équation (pielconquc' a. coefficients algébriques: 

(O 7-, + r/> iC^. //) - ;^i + <fr 'M^ fi)\-i~^ + • • • 

d.v' d.v d.v 

• • • + r,('', //)£ + r„('', //)'• - o. 

Åcta maihematira. 4. Imi>rim^- i:{ l)i>rrmbre 1683. 20 
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I 

Dans cette équation les <f sont des fonctions rationnelles de deux variables 
a? et y liées entré elles par une relation algébrique 



(2) 



^^(.r, y) = o. 



Supposons que lon considere 
de Téquation (i) 



un systeine fondaniental d^intégrales 



Vj j Vj , • • • 9 ^p 



et qu'on fasse décrire a x un contour fenné O tel que y revienne a la 
méme valeur; les intcgrales x\^ v^y ..., Vp prendront des valeurs nou- 
velles w^y tv^j ..., Wj, qui seront des fonctions linéaires deileurs valeurs 
initiales, de telle sorte que Ton ait: 

tv, = Ta^Vi. 

En d'autres fennes, les intcgrales i\ y v^, . . .^ v^ subiront une substitu- 
tion linéaire 

^=0\> ^\^ •••» ^y»; ^^1' ^^2> •••' ^^v) 

X 

que Ton pourra représenter par le tableau a double entrée des coéffficients: 



a 



11 



0Ci2 • • • oc 



ip 



Oi*2l ^22 • • • ^2p 



^/il ^p2 • • • Ä 



PP 



Si Ton opére ainsi pour tous les contours C possiblos, on obtiehdra 
un ensemble de substitutions linéaires qui forinoront un groupe G, Ce 

■ 

se ra le groupe de Téquatioyi (i). 

On peut toujours supposer que dans Téquation (i), le coefficient 
<fp-\ est identiquement nul; car si cela n'était pas, on rainenerait au cas 
oii ce coöfficient est nul par une transformation bien simple et bien 
connue. On en conclut que le déterminant de la substitution S est egal 
a Tunité; on a donc: 



(3) 



^m I ^11^22 • • • ^nn * 



Sur les groupes des dquatioDS lioéaires. 
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La connaissance de Téquation (i) et du contour G ne suffit pas pour 
détenniner la substitution Ä- En effet cettc substitution dépend en outre 
du choix du systéme d^intégrales fondamentales ?^j , t;^ , . . . , Vp. ^ 

Supposons qu'on les reraplace par p autres intégrales fondamentales: 



On aura 



^1 > ^3 J • • • ) ^/) • 



w* = Zy9,^i;, 



de sorte que la substitution 



sera linéaire. En décrivant un contour C et en partant des intégrales 
Wj, 11^ j ..., Upy on obtiendra alors une substitution linéaire: 



r'Sa. 



L^ensemble des substitutions a^^Sa formera un groupe que Ton 
pourra designer par la notation a~^Ga et qui pourra, aussi bien que ö, 
étre regardé comme le groupe de Téquation (i), si au lieu d^envisager le 
systéme des intégrales t;, on envisage celui des intégrales u, On sait que 
le groupe a~^Ga s'appellc le transformé de G par la substitution linéaire a. 

Afiu de n'avoir qu'un seul groupe pour Téquation (i) nous ne con- 
sidérerons pas comme distincts le groupe G et ses transformés par les 
diverses substitutions linéaires. 

Cela pose, cherchons les invariants de la substitution ä, c'est ä dire 
les fonctions de ses coöfficients qui demeurent invariables quand on rem- 
place S par a~^Sa. Formons Téquation: 



(4) 



a„ + t 



»21 



se 



13 



'\jt 



Ä22 -\- t . • , (X^p 



a 



pi 



^p2 



• • • ^pp "T * 



= O 



Les racines de cette équation, et par conséquent aussi ses coöfficients, 
ne changeront pas quand on remplacera S par tf^Sa. Ce seront des 
invariants de S. - ' 
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Ces invariants s<jnt au nombre de ^^ — i. En effet Téquation en t 
(4) est de degré p\ ellc a donc p + i coefficients. Mais le co^fficient 
de V et le tennc tout connu sont égaux a i ; il reste donc p — i in- 
variants. Ces invariants, qui sont des co(?fficients de Téquation (4) seront 
des fonctions entiéres des a. 

Supposons que les intégrales i\ , v,^ , . . . , r^ soient dcfinies de la 
nianiére suivante: Au point initial du contour C (pour x = o par exemple) 
i\ est egal a i et ses /) — i prerniéres dérivées sont nulles; v^ est nul, 
ainsi que ses j^ — i preniieres dérivées, a Texception de la dérivée d'ordre 
/ — I qui est égale a i. Soit maintenant wl ce que devient Tintégrale 
f'^ quand x revient au point initial apres avoir décrit le contour C et tvl 
ce que devient sa dérivée d'ordre i — i ; on aura: 



w 






Il en résulte que les invariants sont des fonctions rationnelles enticres 
des ivi- 

Supposons en particulier ;; = 2; Téquation (i) devient: 



d^ 



+ ^TaC^ y) = 



et Téquation (4) s'écrit: 



w\ + t wl 



w 



ivi + t 



^ o 



ou 



e + t{w\ + wi) +1=0 



La substitution S admet alors conime invariant uniquc w\ + iv]. Si 

k est son multiplicateur, cet invariant est précisénient A' + t- 

Si Ton (Hjnnaissait les invariants de toutes les substitutions Sy le 
groupe G serait coniplctenient dcterminé, puisque nous ne le regardons 
pas comnic distinct de ses transformés a'^G(7. Mais il ne sera pas néces- 
saire de connåitre tous ces invariants, il suffira d'on connaitre un certain 
nombre que nous appellerons invariants fondamentaux et dont tous les 
autres ne seront que des fonctions. 
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Combien y a-t-il (1'iiivjiriants foiidainéiitaux? Supposoiis que le groupe 
G soit dérivé de. n substitutions fondamentales. Les coöfficiente de chaque 
substitution seront au nombre de p^ inais a cause de la relation (3), il 
n en restera que p^ — i d'indépendants. Pour les n substitutions cela 
fait en tout n[p^ — i) coöfficients. Mais nous ne considérons pas eomnie 
distinots le groupe G et ses divers transformés. 11 faut donc retrancher 
p"^ — I du nombre précédent et on arrive a cette conclusion que pour 
déterminer le groupe G, il faut (n — 0(P^ — O conditions. 

Si donc on se donne (n — ^){v^ — O ii^variants quelconques (pourvu 
qu'ils soient indépendants) tous les autres n'en seront que des fonctions. 
On choisira par exemple pour invariants fondamentaux les invariants de 
[n — \)[p + i) substitutions convenablement choisies. 

On peut toujours supposer que Téquation (i) a ses coöfficients ration- 
nels. En efltet supposons que cela ne soit pas et que Fcquation (2) soit 
une relation algébrique de degré m de telle fa^on qu'a chaque valeur de» 
X correspondent m valeurs de y 

?/o ' /^l ' • • • > I/m— I • 

On pourra toujours tracer dans le plan des x, m — i contours 
C\, 6^, ..., C^_i tels que quand x décrit le contour 6',, y^ se change 
en f/i. Soient niaintenant: 

p intégrales fondamentales de Téquation (i) correspondant a la valeur 
//q de y. Soient 

ce que deviennent ces intégrales quand x a décrit le contour C\. Cela 
pose les mp fonctions 







f, .j , • • • > t/^, 


v'r 


1 

> 





rn-l 
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satisferont a une équation (T) linéaire et (l'ortlre mp dont les coöfficients 
seront rationnels en x. La connaissiince du groupc de (i') suffira 
pour déterminer le groupe de Téquation (i). 

Supposons donc que Téquation (i) ait ses coöfficients rationnels et 
qirelle prcsente n + i points singuliers, en y comprenant le point co 
sil y a lieu et en ny comprenant pas les points a apparence singuliére. 
Le groupe est alors dérivé de n substitutions fondamentales dont on 
connait inimédiatement les invariants, a Taidede Téquation déterminante, 
pourvu que les intégrales soient régulieres; ce sont les substitutions aux- 
quelles on est conduit en faisant décrire a la variable un contour fenné 
qui n'enveloppe qu'un seul point singulier. Il reste donc a calculer les 
invariants de {n — i)p — 2 substitutions. 

Soit a un point singulier quelconque et soient 

les racines de réc^uation déterminante correspondante. 

Il y aura dans le voisinage du point a, p intégrales particuliérement 
remarquables. La k"" d'entre elles sera égale k (x — a)^^ multipliée par 
une fonction holomprphe. Soient: 

ces p intégrales que j'appellerai intégrales canoniques par rapport au 
point a. Lorsque la variable décrira un cercle infiniment petit autour 
du point a, ces p intégrales o subiront la substitution linéaire: 

e'^' o ... o 
o c'^' ... o 



o 



o . . . e 



il. 



que j^appellerai substitution canonique relative au point h, 
Soient de méme: 



les intégrales canoniques par rapport a un second point singulier b. 
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Joignons les deux points a et b par un chemin quelconque amb. 
Lorsque la variable partant du point a et décrivant le chemin amb 
sera parvenue dans le 'voisinage du point J, les intégrales canoniques 
v^y v^, . . . , Vj, seront devenues des fonctions linéairos des intégrales cano- 
niques w^, w^j ..., w^, de telle sorte que Ton ait: 



La substitution linéaire: 



Vt = T^a^o^. 



8 = 



P\\ Pn • • • n 



>i 



Pn P22 • • • Pp2 



P\p P^p • • • Ppp 



s'appellera la substitutmi auxUiaire relative au cheniin amb. Si Ton connatt 
cette substitution auxiliaire on connaitra aussi une substitution du groupe 
de Téquation (i), ce sera celle que subissent les intégrales canoniques 
r, , r.^, . . ., v^j quand partant du voisinage du point «, la variable décrit 
le chemin amb jusque dans le voisinage du point ft, décrit ensuite un 
cerch», infiniment petit autour du point 6, et revient enfin dans le voisinage 
du point a par le chemin bma, 

Soit 2' la substitution canoniquo relative au point b. Quand la 
variable décrira le contour précit(3, les intégrales v subiront la substitu- 
tion s-'2:s. 

Supposons que Ton joigne entré eux les n + i points singuliers par 
n chemins quelconques, de fa9on que Ton puisse circuler entré deux quel- 
conques de ees points singuliers a Taide de ces n chemins; lorsque Ton 
connaitra les substitutions auxiliaires relatives a ces w chemins, le groupe 
de réquation (1) sera complétement déterminé. 

Soient en effet a Tun des points singuliers et i,, i,, . . ., b„ les n 
autres. Joignons par exemple le point a a chacun des points b^ par une 
droite. Soient 1\ 1\, 2^ , . . . , 1\ les substitutions canoniques relatives 
respectivement aux points a, b^, b^j ..., b„; soient Ä^, S^^ ..., S^ les 
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substitutions auxiliaires relatives aux chemins ab^y ab^y . . ., ab„. Le groupc 
de Téquation (i) sera dérivé des n + i substitutions: 

v Q— 1 V nr ct—l v» Q Q— 1 V Q 

entré lesquelles il y a d'ailleurs la relation: 

iÉ.Oi ^j Oj O2 ^2 2 * • • « ^n^n ^'^' ^ • 

Supposons maintenant que Ton distingue doux des poiAts singuliers 
a et i; et soient c^, c^j ..., r„_i les n — i autres. Joignons a et b par 
n — I chemins différents amj)^ arn^bj . . ., am^_^b et soient S^, /S^, . . ., S^_^ 
les substitutions auxiliaires correspondantes. Ces n — i chemins partageront 
le plan en n — i regions; supposons que chacune de ces regions contienne 
un point singulier c^ et un seul. Le groupe de Téquation (i) sera en- 
ticrement déterminé. Si en efFet I et H sont les substitutions canoniques 
relatives aux deux points a et ft, le groupe sera dérivé des n substitutions: 

2, Oj O2 > ^2 ^3J •••? ^11- 2^«- 1 J ^n—\^\' 

Supposons que lo point c^ soit contenu dans la region limitée par les 
deux chemins amj) et anii^ibj décrivons un contour situé tout entier dans 
cette region et enveloppant le point c^; quand la variable décrira ce cpn- 
t(jur, les intégrales canoniques relatives au point a subiront la substitution: 

On voit que pour déterminer le groupe de Téquation (i) il suffit de 
connaitre, soit les invariants fondamentaux, soit certaines substitutions 
auxiliaiires. 



§ 3. CalcHl mnnérlque des invariants fonclmnentanx. 

Les invariants fondamentaux qui définissent complétement le groupe 
d'unc équation linéaire sont évidemment des fonctions des coöfficients de 
cette équation; d'ou le probléme suivant qui se pose tout naturellement: 
déterminer ces invariants en fonctions de ces coCfficients. Mals en réalité 
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ce probléine est double: on peut se proposer de calculer nuinériquement 
ces invariants quand on a affaire a une équation nuraérique donnée; mais 
il nest pas non plus indigne d'intérét d'étudier, au point de vue de la 
théorie des fonctions, la fa9on dont varient les invariants quand on fait 
varier les coéfficients. Les méthodes propres au calcul numérique ne 
nous apprennent rien sur la nature de ces fonctions, pendant que les 
formules les plus instructives a ce derhier point de vue conduiraient a 
des calculs pénibles si on youlait les traduire en nombres. 

Au point de vue du calcul numérique, un grand nombre de mé- 
thodes ont déja été proposées, pärm i lesquelles je citerai celle de M. Fuciis 
(tome 75, Journal de Crelle) et celle de M. Hamburger (tomé 83, 
Journal de Crelle). 

La méthode de M. Fuchs consiste a distinguer deux des n + i points 
singuliers, a et i, comme a la fin du paragraphe précédent, puis a diviser 
le plan en n — i regions par n — i chemins am^by am^b, ..., am„__^by 
de fa^on que chacune de ces n — i regions contienne un des n — i 
autres points singuliers c^, c^ , . . . , c„_i et un seul. Le sa vant géométre 
d^Heidelberg donne ensuite un développement des intégrales canoniques 
relatives au point a et ce développement est valable dans une certaine 
region R^. De méme les intégrales canoniques relatives au point b sont 
susceptibles d'un développement valable dans une region R^. Les deux 
regions B^ et Rf, ont ri — i parties communes P^ , P, , . . . , P„_i . On peut 
d'ailleurs tracer le chemin amfi de telle fa9on qu'il reste constamment 
intérieur a l'une des regions R^ et iJ/oii a toutés deux a la fois, et qu*il 
traverse la region P^. H suffit alors de comparer les deux développe- 
ments de M. Fuchs pour une valeur de x quelconque intérieure a P, 
(region dans laquelle les deux développements sont valables a la fois) 
pour pouvoir calculer les coöfficients de la substitution auxiliaire relative 
au chemin am^J. Le groupe de Téquation (i) est ainsi entiérement 
déterminé. 

On peut varier cette méthode a Tinfini; supposons en efiPet que nous 
joignions deux pointa singuliers quelconques a et b par un chemin quel- 
conque am& et que nous cherchions la substitution auxiliaire relative a 
ce chemin. Tra9ons autour des deux points a et i deux regions quel- 
conques R^ et Rf, telles i ® que la premiére contienne Tunique point 
singulier a et la seconde Tunique point singulier i; 2® qu'elles aient une 

.irra mathtmattfa. 4. Iinprimé 7 Dorembre 1883. 27 
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partie coinmune P; 3'* que le eliemin amb reste constamineDt intérieur au 
inoins a Tune des regions B^ et B^ et träverse la region P. Supposons 
que deux fonctions f^{x) (et fb{x)) soient telles que quand x reste intéi^ieur 
a la region B^ (ou a la region B^) la fonction /^ (ou la fonction f^) 
aient constamment leur module inférieur a i^ de telle sorte que ces deux 
fonctions don nen t respectivement la representation conforme du cercle de 
rayon i et de centre o sur la region B„ et sur la region B^. Je sup- 
pose de plus: 

m = o, m = o. 

Les intégrales canoniques relatives au point a se développeront suivant 
les puissances de fa{x). Ce développement dont les coSfficients se calculent 
par récurrence sera valable dans toutc la region B^. De méme les inté- 
grales canoniques relatives au point b seront dans toute la r^on B^ 
développables suivant les puissances de fi,{x). Il suffira de complu^r les 
deux dévclöppenients pour un point de la region P (ou ils sont valables 
a la fois) pour calculer les coéfficients de la substitution auxiliaire cherchée. 

On choisira les regions B^ et Bf, de telle fa9on que les fonctions f^ 
et ff, soient aussi simples que possible. On pourra prendre par exemple 
un rectangle, on un fuseau limité par deux arcs de cercle qui se coupent, 
ou la portion du plan comprise entré deux droites paralléles. 

Voici maintenant en quoi consiste la méthode de M. Hamburger. 

Soit o un des points singuliers et a^j a, , . . . , a^ les n autres, rangés 
par ord re de module croissant; soient p^^ />,, . . ., p^ leurs modules; 
eonstruisons les deux cercles qui ont pour centre Torigine et pour rayon 
Pt et pt^i. Considérons un contour fermé C compris tout entier dans la 
region annulaire limitée par ces deux cercles. Soit A un point de ce 
contour C; supposons par exemple: 



Soit v^y v^, . . . , v^ un systéme fondamental d*intégrales dans le voisinage 
du point A. Soient tv^, w^j . . .^w^ ce que deviennent ces intégrales quand 
on revient au point A apres avoir décrit le contour C. Les intégrales v 
peuvent se développer suivant les puissances croissantes de 

\x — \A 
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et si on a: 

Ipi^i -^ 1-4 > 2r 

les développements sont encore valables quand on fait 

Ix — 1-4 = 217:. 

En substituant alors 2i;r a la place de \x — 1-4 dans les développe- 
ments des intégrales v et de leurs dérivées, on aura les valeurs des inté- 
grales iv et de leurs dérivées, ce qui suffit pour déterminer la substitution 
du groupe de Téquation (i), qui correspond au contour C. 

La méthode de M. Hamburgeu peut étre aiséinent étendue au oas oii 

Ipi^i — 1-4 < 2jr. 
Nous poserous pour abréger 

• 

puis nous développerons les intégrales o suivaiit les puissances de 

ia jäia 

X A 

Le développement sera encore convergent pour 

X = Ae^''' 



ou: 



z = 



— 2Rtt 

6 I 

e -|- I 



En renipla9ant dans les développemente des intégrales v et de leurs 
dérivées z par cette valeur, on aura les valeurs des intégrales tv et de 
leurs dérivées et par conséquent la substitution qtii correspond au contour C. 
Il * suffit de réfléchir un instant a la nature de ces méthodes jK>ur 
coniprendre qu'on peut les varier a Vinfini. Le calculateur devra se 
guider dans son choix d^aprés la convergence plus ou moins rapide des 
series employées. Or cette convergence dépend avant tout de la position 
relative des w + i points singuliers. Cest donc cette position qui déter- 
minera le choix d'une méthode. 
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Mais aucunt» des iiiéthodes ainsi proposées ne nous appreiidrait rien 
sur les propriétés des invariants fondamentaux considérés comme fonctions 
des coöfficients et étudiés au point de vue de la théorie des fonctions. 
Cest cette étude cjue nous allons aborder dans le paragraphe suivant 



% 8. ProprlHén den InvaHants fouiUinientaujr» 

« 

Eerivons Téquation (i) sous la forine sui vante: 

Pour écrire ainsi cette équation nous avons décomposé en elements 
simples les coöfficients des diverses dérivées de t;, qui par hypotliése sont 
des fonctions rationnelles de x. Nous avons supposé de plus que ces 
fonctions rationnelles n'admettaient pas de partie entiére, car il est toujours 
permis de faire cette hypothése. 

Les invariants fondamentaux que nous cherchons seront des fonctions 
des aj et des A„j^t. Considérons d'abord les a^ comme des constantes et 
les A comme seules variables. eJe dis que les invariants seront des fmc- 
tions entiéres des A. 

Pour le faire voir il suffit de démontrer ce qui suit: Eerivons 
Téquation (i) sous la forme sui vante: 

Les fp^ et les ^»^ sont des fonctions rationnelles de x que je suppose 
entiérement déterminées ; a et /? sont des paramétres que je vais regarder 
comme variables. Il suffit, dis-je, de démontrer que les invariants sont 
des fonctions entiéres de a et de ji. 

Considérons un point quelconque a du plan et décrivons de ce point 
comme centre un (^ercle K assez petit pour ne contenir aucun point 
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siiigulier. Soiént v^^ v^y ,..j v^j p intégrales assujetties aux conditions 
8ui vantes: 

Pour X = a, v^ = if ses jp -^ i premiéres dérivées sont nuUes, 

Vi = Of ses p— i premiéres dérivées sont nulles, 

<3xcepté la dérivée d'ordre i — i qui est égale a i . 

Les intégrales t;^ , v^j . . . , v^ sont développables a Tintérieur du cercle 
K suivant les puissances croissantes de ;r — a. Le coöfficient de {x — a)"* 
est un polynöme d'ordre m — jp + i en a et en y9. On a done un dé- 
veloppement de ces intégrales suivant les puissances de x — a, de a et 
de J9. Il reste ä faire voir que ce développement est convergent. 

Si on regarde.t; coniine fonction de ar, de a et de ^, Véquation (i) 
peut étre regardée cpmme . une équation aux diflférences partielies et le 
théoréme de M** de KowALEVSKy (J. de Crelle, T, 80) appliqué a cette 
équation montre que v pöut étre développé suivant les puissances de a: — a, 
de a — a^, et de /i — yJJ,., pourvu que x soit intérieur au cercle iTetque 
les modules a — a^, et y9 — ^^ soient suffisarament petits . Ainsi v est 
une fonction holomorphe de a et de y9 dans le voisinage d'un point quel- 
conque a^, /9^; c est donc une fonction entiére de a et de y9 et le dé- 
veloppement de v suivant les puissances de x — a, de a ét de j9 est 
convergent quels que soiertt a et y9 pourvu que x soit intérieur au cercle K. 

Il faut maintjenant démontrer que si x est regardé comme une 
constante, v est encore fonction entiére de a et de ^, qtumd ménie x est 
extérieur au cercle K. Pour définir complétement la fonction v dans ce 
cas, il ne suffit pas de se donner la valeur de Xy il faut encore connaltre 
le chemin amx par lequel cette variable a atteint cette valeur, en partant 
du point a. 

Supposons pour lixer les idées que b soit un point intérieur a Ä", * 
que K' soit un cercle ayant son centre en b et ne contenant aucun point 
singulier, que x soit intérieur au cercle K' et. extérieur a JP, enfin que , 
le chemin amx soit tout entier intérieur a la figure formée par Vensemble 
des deux cercles Ä' et K\ 

Soient Wj , Wj , . . . , w^ un systéme fondamental d'intégrales défini comme 
il suit: «i| devra satisfaire pour x = b aux mémes conditions auxquelles 
.était, assujettie v^ pour j? = a. 
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Soit v] la valeur de v i pour x = b, v\'^^ la valeur de m dérivée k\ 
On aura: 

Or les Vi sont des fonctions entiéres de a et de /9 puisque le point b est 
intérieur au cercle Kj et les le^ sont aussi des fouctions entiéres de a et 
de /3 puisque le point x est intérieur au cercle K\ Donc les t;, sont 
aussi des fonctions entiéres de a et de fi. 

Le raisonnement serait le méme si au lieu d'avoir a considérer seule- 
ment deux cercles de convergence K et K'^ il était nécessaire d'en en- 
visager plusieurs. 

Supposons maintenant que le chemin amx se réduise a un contour 
fermé C. Les valeurs des intégrales Vi et de leurs dérivées ne sont aloTs 
autre chose que ce que nous avons appelé w^ dans le § i. Or les in- 
variants fondameutaux sont des polyn6ines entiers par rapport aux w^j 
ce seront donc des fonctions entiéres de a et de yi 

Ainsi quand on regarde les a^ comme des constantes, les invariants 
sont des fonctions entiéres des A^ et peuvent par conséquent étre dé* 
veloppées suivant les puissances de ces quantités A,^. Considérons un 
quelcouque des coéfficients de ces développements, ce sera évidemment 
une fonction des at et c est la nature de cette fonction qu'il nous reste 
a étudier. Il est aisé de voir que ces fonctions 8'expriment a Taide de 
quadratures successives. Ecrivons en effet Téquation (i) sous la forme 
(i') et considérons le développement de Tintégrale Vi suivant les puis- 
sances de a et de ^: 

Je dis qu'on pcut obtenir le coefficient y,^ par de simples qua- 
dratures. Je suppose en elfet que cela soit vrai pour t^i.,H-i.« et t;<.».»_i; 
cela sera vrai aussi pour i\^^ car on a identiquement : 

et la dérivée p* de v^^^ s'exprimant ä Taide de qnadratnres successives, 
il en sera de méme de la fonction t;<^„ elle-mKne. 
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Soit maintenant u^^. le coéfficient de a^^y?" dans le développement 
de M^. Ce coéfficient s'exprimera pour la méme raison par des quadratureB, 
et il en sera de méme des coéfficients qui entrent dans le développement 
des invariants, car ce sont des polynömes entiers par rapport aux t^«„. 
On peut d^ailleurs pou^r plus loin letudc du développement de la 
fonction r\. A cet eflFet posons: 



X 

o * 



Af \ I dxA{x, a,) 



fl ^ 






Remarquons maintenant qu'on peut mettre Féquation (i) sous la 
forme de p équations simultanées du i*' ordre. Si les intégrales sont ^ / 

réguliéres dans le voisinage de chacun des points singuliers, nous pourrons 
introduire p variables simultanées Wj = r, w.^, . . ., u^ et remplacer Téqua- 
tion (r^ par les p équations simultanées 



dui 
dx 



= ZjP<4W^. 



Les ^^1^ seront des fonctions rationnelles de la forme suivante 






les -4<.*.A étant des constantes. Supposons par exemple p — 2j Féquation 
(i) s^écrira: 

Q sera le produit {x — ^i){^ — ^s) • • • {^' "" %) ^^ ^ ^'^ ^" P^^* 
nöme en x de degré 2fi — 2. Nous pourrons toujours trouver deux 
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polynömeg entiers A et C de dcgré n — i en jr et satiRfaisant identique- 
ment a la relation: 

C + Ä" + AQ — AQ = P. 
Posons alorft v = w, et introduisons nne variable auxiliaire n^, Nons 



# • 



pourrons ecrire 



dx 


A , I 


dx 





Les équations sont bien de la forine (2). 

Il est aisé de voir maintenant que si on développe Tintégrale x\ 
suivant les puissances des J^^, le coöfficient d'un termo quelconque sera 
iine somme de fonctions telles que A 011 les paramétres a, , a^ , . . . , a^ 110 
seront autre chose que les points singuliers a^ , a^, . . . , a„ se succédant 
dans un ordre quelconque et chacun d'eux pouvant d'ailleurs étre répété 
un nombre quelconque de fois. 



§ 4. Fonctl<m44 Inversen. 

Nous avons jusqu'ici étudic les invariants fondamentaux comme fonc- 
tions des coöfficients de Téquation (i); mais si au contraire on regarde les 
coöfficients comme des fonctions des invariants fondamentaux, on est 
conduit a des transcendantes intéressantes qui jouent par rapport aux 
équations linéaires le méme röle que la fonction modulaire par rapport 
aux intégrales algébriques. 

Mais ici il importe de faire une remarque; reprenons Téquation 



C) . 5 = 1 



d?~ ^^'d^' 



et considérons les infinis des coöfficients jr^; ils seront de deux sortes: 
les uns seront des points singuliers proprement dits et quand la variable 
X décrira un contour fernié autour d'un de ces points, les intégrales 
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siibiront une substitution linoaire; les autres seront de simples poles des 
intégrales ou bien encore si a est un pareil point, toutes les intégrales 
se mettront sous la forme 

Å étant une constante qui est la nieme pour tontes les intégrales et ^""{x) 
ctant holomorphe. Il en résulte que quand .r dccrit un eontour ferrno 
antour du point a toutes les intégrales sont multipliées par un inéme 
facteur et que leurs rapports reprennent leurs valeurs primitives. Ces 
points s^appelleront des ])oinis ä apparenee swr/uJure. Pour qu'un 
infini des coefficient^ jr^ soit un point a apparenee singuliére, il faut 



(p + 2)ip— 1) 



conditions. 



2 

Supposons done une equation do la forme (i) admettant n points 
singuliers outre le point oo, savoir r/^ , <z.^ , . . . , a„ et q points a apparenee 
singuliére ä^, b^, ..., />,^. 

Je suppose que les intégrales soient partout réguliéres. L^écjuation 
(i) séerira alors: 

« 
Nous posons: 

Q = {'^ — ^i)C^ — «2) • • • C^' — ^»){^ — ^)(-^ — K) • • • C^' — ^) 

et I\. est un polynome dV)rdre 

{p — l'){n + gr— i). 

L'équation (i) contient alors 

l)aramétres, h savoir: 

r*. Les n + q infinis a^ , a^, . . . , a„j />, , ft^ , . . . , h,^. 
2\ Les 

e<j(?ffieients des polynomes P^.. 

Art» mathentafini. 4. ImpriniL^ 14 Döreuibrc 188:!. 2S 
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Mais nous avons 

(P + 2)(j>— I) 
^ 2 

coTiditions cxpriniaiit que les points h sont a apparence sinfruliero. Il 
reste dono 

2 ' -^ 2 

paramétres indépendante. 

Remarquoiis de plus qu'on peut toujours supposer 

a^ = o, ^2 = i 

car si cela n'était pas, on ferait un changement linéaire de varial)le. TI 
fttut done encore de ce chef, retranchor deux paramétres. 

Si nous supposons de plus qu'il n'y a pas de points a apparence 
singuliere, il restera enfin 

(2) nÄjLi) _ ^(iil^ _ 2 

^ ^ 2 2 

paramétres. Mais le groupe G de Téquation (i) est dérivé de w substitu- 
tions et nous avons vu au § i qu'un pareil groupe G^ si on ne le regarde 
pas comme distinet de ses transformés par les diverses substitutions 
linéaires, dépend de 

(3) ■ • {n-xW-x) 

invariants fondamentaux. 

Si i)= 2 les expressions (2) et (3) se réduisent toutes deux a pi — 3. 
Le nombre des paramétres de récjuation est alors (?gal au nombre des 
paramétres du groupe; d'ou la conséquence suivante: 

On peut en general trouvcr une équation du 2^ ordre, sans points a 
apparence singuliere qui admette un groupe donné. 

Je veux dire par la que pour que cette dquation existe, il n'est pas 
nécessaire quMl y ait aucune relation entré les invariants du groupe et 
que si on doit leur imposer certaines conditions, ce ne sont que des condi- 
tions d'inégalité. D'ailleurs on pourra trouver une infinité d'équations 
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du 2^ ordrc qui auront dus poiiits n appurencc siiiguliere et qui adincttront 
un iiicme groupe. 

Supposons maiiitenant p> 2 et bien.entendu n> i. On voit aise- 
ment que rexprcssiori (2) est toujours plus petite que Vexpression (3); 
d'oii cette conséquence: 

On ne peut pas . en general trouver une équation d'ordre supéricur 
au secoud, sans points ii apparence singuliere et qui admette un groupe 
donné. 

Il faut donc en general, si Ton veut construire une équation ayant 
un groupe donnc, lui donner des points a apparence singuliere. 

Cest . pour cviter ces points qui conipliqueraient notablenient les 
resultats et les demonstrations que je me bornerai ici au cas des 6(j na- 
tions du 2*^ ordre. ele supposerai donc que j'ai affaire a une équation 
du 2*^ ordre sans point a apparence singuliere. 

Considcrons sur la spliére les w + i points singuliers 

a^= o, a,^ = I , (1.^,(1^,..., a„y a^^^ = 09 
et joignons l(;s par n coupurcs 

Considérons deux intcgrales quelconques de Tcquation (i) et leur rapport 
Z] quand x parcourra la sphére sans francliir les coupurcs, z parcourra 
une certaine region R. Cette region sera analogue aux polygones gcncra- 
t€urs des groupes fuchsiens et kleinécns, mais elle pourra se recouvrir 
partiellcment elle-méme; elle aura 2W cötés: 

et 

répondant aux n coupurcs: 

Les cötés ^,/9»+i et aia^^, seront conjugués et on passera de Tun a 
Tautre par une substitution linéaire Si. Les soinmets otj et a^^i formeront 



220 H. Poincarc. 

cliiunin \in cycle. Il y aura n — i autres cycles forinés respectivcinciit 
des soiiimets a, et y?,. La sonnne des angles a, et j% est alors égalc ii 

2 a (i 2 A,) 

Xi ctant la plus petitc racine de ré(iuation dcteriinnante relative au point 
singulier a,. De ineine les angles a^ et a^+x sont égaux a 

2/t(i 2/j) et 2/T(i 2^^J. 

Quand on eonnait les valeurs de 

les snbstitutions S^ sont entierement dcterininées et eonune ee sont les 
substitutions fondamentales du groupe Cr, les invariants fondamentaux de 
ee groupe s^exprinieront aisément en fonctioirs des quantités (4). Nous 
regarderons donc les coeffieients de Tcquation (i) comnie (^es fonetions 
des quantités (4). 

La region R n'est pas entierement déterininée quand on se donne 
les quantités (4) ; en effet on peut faire varier arbitrairenient la fornie 
des cotés ot^a.^, ^-j^-^y •••? «A+i et il s'en suit des variations correspon- 
dantes des eötcs eonjugués otj/^j^, /^^yi., ..., /9„a„+i • Toutefois toutes les 
regions It obtenues de la sorte sont équivalenfes, au sens donné a ee mot 
au § 3 du mémoire sur les groupes kleinéens (Aeta Mathematiea, T. 3, 
p. 63). On pourra d'ailleurs traeer les eoupures 

de tcllc fa9on que les eötés 

aient telle forme que Ton veut. 

Il résulte de la, que s'il existait deux équations (i) eonduisant a 
un méme systémc de valeurs des quantités (4), on pourrait toujours 
traeer les eoupures de telle fa(,!0.n que la region B soit la mcme pour 
Tune et pour Tautrc équation. 

Imaginons maintenant des fonetions de 2 jouissant des propriétés 
suivantes: 1° elles seront uniformes quand 2 parcourra la region R; il 
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est clair quc si la region JB se recouvre partielleiiient elle-ineine, a deux 
points z^ et z^ de cette region pourra correspondre un uiéme point du 
plan; dans ce cas la fonction pourra prendre deux valeurs ditterentes 
aux points z^ et z^\ 2^ elles reprendront la mcme valeur en deux points 
correspondants du périmetre de i?; 3*^ elles n'auront d'autre singularite 
que des p61es (et des points singuliers logarithmiques dans le cas oii 
quelques-uns des angles a ou y9 sont nuls). 

Il est clair que toutes ces fonctions sexprimeront rationnellement a 
Taide do Tune d entré elles. (Cf. Schottky, J. de Chelle, T. 83 et Mé- 
moire sur les fonctions fuchsiennes, Acta Mathematica, T. i, p. 228.) 

Si Von regarde maintenant x comme une fonction de z, ce sera 
prcciséinent une des fonctions don t nous venons de parler, et il est clair 
(|ua toutes les autres seront rationnelles en x. 

Supposons maintenant qu'il y ait deux cquätions (i) qui conduisent 
a un inéme systeme de valeurs des quantitcs (4) et par conséquent ii une 
méuie region B. Soient x et x^ les variables correspondantes que nous 
regarderons coninie des fonctions de z. D^apres ce qui précede, x sera 
rationnel en x^ et x^ en x et par conséquent on aura entré ces variables 
une relation de la fornie: 

Axx^ + Bx + Cx^ + I> = o. 

Soient maintenant a, et a] les valeurs de x et de r, qui correspon- 
dent a la valeur ^ = a^. Ce seront des points singuliers des deux équa- 
tions (i) et par hypothése ön aura: 

rti = a\ = o, a, = al = i, a„^i = a\^^ = co. 

Ccst a dire qu'on aura: 

X = X 



1 



pour z = a^, z = a,^j ^ = a,^^ j . 

Il en résulte que x sera identiquemcnt egal a x^ . Les deux cquä- 
tions (i) dont nous avions supposé Texistence seront donc identiques. 

Il résulte de la que quand les quantités (4) sont • entiérement dé- 
terminées il en est de méme de Téquation (i) et que les coefficients de 
cette équation sont des fonctions uniformes des •quantités (4). 
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Aiiisi iious soinincs coiuliiits ii une iiouvelle chisse de fonctions uiii- 
forines de plusieurs variables. Ccs fonctioiis dcincurcnt invariables quand 
on fait subir aux quaiitités (4) ccrtaines substitutioiis doiit je vais dire 
quelqucs möts. 

Reprcnoiis pour cela le polygone R défiiii plus haut et appelons 6\ 
la substitution linéaire qui change fltftt^i en a^a^xi. Conveiioiis en outre 
de poser pour plus de syiiiétrie dans les notations: 



La substitution suivante: 



(5) 



PiJ ^k+l-i 



appliquée aux quantités (4) laissera inaltoree la fonction dont noUs nous 
occupons. Nous avons, grace au tableau (5) les nouvelles valeurs des 
quantités a, p et A en fonetions des anciennes, car les coöfficients de la 
substitution lincairc S^ s'obtiennent aiscment en fonetions des a, des p et 
des Å. 



§ 5. Énoneé du deaxlefne problénie. • 

Nous avons inontrc dans les quatre paragraphes préccdents comnient 
on peut résoudre le probleme suivant: 

Trouver le groupe d'une éqnatiou donnée, soit au point de vue du 
ealeul nuniérique, soit au point de vue de la thcorie des fonetions. 

Voici le second probleme que j'ai ii résoudre avant dräller plus loin. 

On donne une cquation du second ordre: 



(O 






ou (f est une fonction rationnelle de deux variables ^r- et y liées par une 
relation algcbricjue 



(2) 



^A(;p, y) = o. 
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On suppose que la fonction ip dépend (l'iin certain iiombre de paramétres 
et on deniande de disposer de ces paramétres de telle maniére que x soit 
une fonction fuchsienne du rapport des intégrales. Nous dirons alors 
pour abréger que Téquatic^n (i) est fuchsienne. 

Nous ne nous occuperons dans ce qui va suivre que des fonctions 
fuchsiennes qui nexistent qua Tintcrieur du cercle fondaraental (i*'®, 2® 
et 6* familles). Nous laissons donc systdmatiquement de coté les fonctions 
fuchsiennes qui existent dans tout le plan. 

Pour que Téqualion (i) soit fuchsienne, il faut qu'elle remplisse 
d'une part certaines conditions algébriques, d'autre part un certain nombre 
de conditions transcendantes. 

Comraen9ons par énoncer les conditions algébriques. 

Les points singuliers de Téqation (i) sont de deux sortes: 
^ I^ Les points ou y cesse d'étre une fonction holomorphe de x ot 
les points ovi x om y cessent d'étre finis. 

2**. Les points singuliers propfement dits. 

Il n'y a pas a s^inquiéter des premiers, car on peut poser: 

X = e{x', f/O, y = e,{x\ y') 

d et öj étant des fonctions rationnelles, et s'arranger de telle fa9on que 
dans le voisinage du point considéré, les nouvelles variables x' et y' 
resten t fmies et que y' soit holomorphe en x\ 

Quant aux points singuliers proprement dits, a chacun d*eux corres- 
pond une équation déterminante et la différence des. racines de cefte équa- 
tion doit étre nulle ou une partis aliqtiote de Vunité. Ce sont la les conditions 
algébriques qu'il s'agissait d'énoncer et quand elles seront remplies, je 
dirai que Véquation (i) est normale. 

Considérons d'abord deux équations normales: 

oii nous supposerons que ip et jTj sont des fonctions rationnelles de x et 

(le x^ . Si Ton peut passer de la premiére de ces équations a la secondc 

en posant 

ax, + h 

cx^ + a 

nous ne regarderons pas ces deux équations comme distinctes. 
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Oonsidcrons maintonaiit une éqiiation normale plus gonéralo: 

et posons: 

(3) ;r' = ^(.r, ?/), if = 0,{x, y). 

Si on laisse de cotc certains cas exceptionnels, on pourra tin^r des 

équations (2) et (3) .r et y en fonctions rationnelles de x' et d(» //'. Je 

supposerai que ces cas exceptionnels ne se présentent pas. 

On trouvcra alors 

' (•') £ ^ ^'X^'' 2/')" (2') f(.r', ?/) = o. 

« 

Je ne regarderai pas coniine distinetes les éqnations (i) et (i'). 
Je dirai que deux équations 

.(O ^ = <f{^-y yy ' (2) <f^{-r, y)-=o ^ 

(^0 a^ = 9^Å^^ y> (2') 4\{^^ y) = o 

appartiennent au méme type si les deux relations (2) et (2') sont identiques 
et si les points singuliers des équations (i) et (i') sont les mémes ainsi 
que les équations déterminantes relatives a chacun d'eux. 
Il va sans dire que si une equation 

ne doit pas étre regardée comme distincte de (i') en vertu de la oonven- 
tion faite plus haut, je dirai encore que (i) et (i") appartiennent au 
méme type. 

Voici le probleme qu'il s'agit de rcsoudre. 

r"^. RecannaUre si parmi les éqnatims (T un type (lonru\ il y a nnc 
é(juafio7i fuclisiemie. 

2". Trouver ref te equation si elle existe. 
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Mais il faut d'abord faire une distinction et classer les types d'équa- 
tions normales en types fuchsiens, elliptiques et rationnels. 

Supposons que x soit une fonction fuchsienne du rapport des inté- 
grales de Téquation (i); cette fonction admettra un polygone générateur 
B^ qui aura 2w cötés et 2n sommets de la premiére sorte. La somme 
des angles du polygone devra étre plus petite que 

7r{2n — 2). 

Soit q le genre de la relation (2); p le nombre des points singulicrs; 
de Téquation (i); a^, a^j ..., Gp ces points singuliers; a^ la difiference des 
racines de Téquation déterininante relative au point a^. 

Si p > Oj les sommets de R^ se rcpartiront en cycles; on aura: 

n = 2q -^ p — I 
et la soinnie des angles sera égale a 

2;rSa, . 
On doit donc avoir Tinégalit^: 

(4) ' Tai< 2q + p— 2. 

Si ^ = o, los sommets de R^ formeront un seul cyele et la somme 
des angles sera 2;r. On aura: 

n = 2q 
d'ou Tinégalité 

(4') ?>i- 

Si les ipégalités (4) ou (4') sont satisfaites, le type considerc sera un 
type fuchsien. 

Supposons maintenant que x soit fonction doublement périodique du 
rapport des intcgrales de (i), on aura les égalités 

(5) Za, = 2(7 +i)— 2, 
ou bien 

(5') ? = I. p = o. 

Åcta mathematlca. 4. Imprimé 3 Janvier 1884. 29 
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Le type sera alors ellipttque. 

Voici (IVilleurs rénumération des types elliptiques: (^) 

q = i p = o 
g = o 2) = 3 

q = o i)= 3 
g = o i) = 3 

j = o i> = 4 «i = «j = »3 = «4 = i-- 

Supposons enfiii (|ne o; soit fonction rationnelle de z, on aura les 
itiégalités 

(6) Za, > 2(7 +j)— 2, 

rhypothése jp = j = o devaiit étrc rejetée. 

Le type est alors rafionnel. Voici rénumération des types rationnels, 
d'aillcurs bicn connus: 

(7 = o p = i a, =j ">""J ""^i" 

(? = o p=3 «i=^ "»^3 «»=[• 

Cela pose, les équations d'un méme type dépendent d'un certain 
nombre P de paramétres ai*bitraires, de telle sorte que ce type se com- 
pose de oo'' équations distinctes. 

■ I 

(*) Si 3 = O, on ne peut supposer p = o ni p = 1. Si on suppose ^ = 2, on 
est aniené h Téquation 

d*v _ Av 
dz* {x — a)' * 
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Ces P paramétres étant complexes, correspondent a 2P paramétres 
réels. Or le nombre de ces paramétres réels est précisément celui des 
conditions transcendantes auxquelles doit satisfaire Féquation (i) (qui est 
supposée appartenir au type doiiné) pour que x soit fonction fuchsienne 
de z (ou bien fonction doublement périodique, ou rationnelle dans le cas 
d'un type elliptique ou rationnel). 

(Cf. Mémoire sur les fonctions fuchsienneSy Acta Matheinatica^ T. i, 
p. 234, 257, 262 et 272.) 

Si au lieu de conditions transcendantes, il s^agissait de conditions 
algébriques, on pourrait conclure de la que parmi les équations d*un 
méme type, il y en a toujours une qui est fuchsienne. Mais ici cette 
condusion n*est pas legitime et une demonstration spéciale est nécessaire. 
C*est cette demonstration qui fait Tobjet principal du probléme qui nous 
occupe. 

Il est aisé d'en comprendre Timportance. 

Supposons en effet que Téquation 

(O d^ = f(^^ y)^ (2) ^{^y y) = o 

soit fuchsienne. Soient 

les points singuliers de Téquation (i) et t- la différence des racincs de 

Féquation déterminante relative au point (a<, ft,). h^ sera un nombre 
entier positif ou bien infini. 

Considérons une fonction de rr et de y n'admettant d*autrcs points 
singuliers que les points 

(«i» *i)' («3^ K)y "y i^py h) 

et cela de telle fa9o'n quelle revienne a sa valeur primitive quand le 
point analytique (jj, y) a décrit k^ tours autour du point singulier (a„ 6,). 
Cette derniére condition doit étrc supprimée quand ä< = co. 

Cette fonction séra uniforme en z. 

Il en sera ainsi des intégrales de Féquation: 

/v d w v^ / \dw 

(7) ;^=^^*(^'^)^ 
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si les fonctioiis jr^ sont rationiielles cii x et y et sil ny a d*autres poiiits 
siliguliers que 

(«l^ ^)j (^3> ^a)j •••> («;,, i;,) 

(le telle sorte que toutes les racines de réquation dcterininaiite relative 

au point {ti^, h^ scjfient des multiples de t- (cette derniere eondition 

étant supprimée quand h^ = cx)). 

Il en sera de menie de toute fonetion rationnclle de a; et de // et 
d'un grand nombre de fonctions algébriques. 

Par eonséquent, si on dérnontre que dans tout type fuchsien il y a 
une équation fuchsienne,. on aura fait voir: 

1°. Qu*étant donnée une équation linéaire queleonque ii coöfticiente 
algébriques, la variable et les intégrales peuvent sexprimer en fonetions 
unifornies d'une méine variable auxiliaire z. 

2°. Qu'étant donnée une courbe algébrique quelconque, les eoordon- 
nées o; et y d*un point de cette courbe s expriment en fonctions uniformes 
d'une inénie variable auxiliaire z. 



§ 6. Subordifuitlon des tupes. 

9 

Considérons deux cquatioiis normales: 

Les coufiicients <f et <f^ sont des fonctions rationiielles de deux variables 
X et y qui sont liées entré clles par une relation algébrique 

(2) (/>{x, ij) = o 

que Je suppose étre la méme potir les deux équatiohs (i) et (i'). 
Je suppose que 1 équation (i) admctte p points singuliers: 

(«l^ ^l)y («3^ ^)» •••> («/;» ^) 



Sur les groupes des équatioDs lioéaires. 229 

de telle fa^on que la différence des raciries de Téquation déteniiinarite 
relative a (a^ , ft,) soit t- . 

Je suppose que l'équation (i') adinettc les uiéincs points singulicrs 

(^i> ^i)y (^3? ^a)? •••> {^py ^p) 4^^ réquatioii (i) ét en outre q autres 
points sipguliers: 

\^P^i7 ^/»+i)> \^'p^'2y ^pvijy •'•> vh^^^ ^p+J 
et cela de telle sorte que la différence des racines de Téquation détenni- 
nante relative a (a^, b^) soit -^. 

Je suppose enfin que JVj soit divisible par k^ , K^ par A^ , . . . , Np 
par kp. Si A, est infini, j^, devra étre aussi infini. Si JV^ = cx>, la 
eondition de divisibilité sera regardée comnie remplie, quel que soit A:<. 

Je dirai alors que le type dont fait partie Téquation (i') est 
subordonné au type dont fait partie Téquation (i). 

Soit un type fuchsien T' subordonné a un autre type fuchsien T. 
Je suppose que chacun deux contienne une équation fuchsienne; le 
premier Téquation E' et le sccond Téquation E. Soit z le rapport des 
intégrales de Téquation ^' et / celui des intégrales de Téquation E. Il 
est aisé de voir que t est une fonction uniforme de z. Gette fonction 
n*existe évidemment que quand z est intérieur au cercle fondamental. 
De son cöté t ne peut prendre aucune valeur extérieure a ce cercle; t 
prend au contraire une infinité de fois toute valeur intérieure au cercle 
fondämentÄl. 

Soient encore (a^, ftj, (a^, k^)y . . ., (Op, bp) les points singuliers 

du type T et i; la différence des racines de 1 équation déterminante rela- 

tive au point (a^, ft<). Soit F une fonction du point analytique (o?, y) qui 
ne présente d'autre point singulier que les points (a^, ftj, {a^j ft^)? •••? (S> h) 
et de telle fa9on qu^aprés k^ tours autour du point («<, bf) la fonction 
reprenne sa valeur primitive. F sera par exemple une intégrale de 
1 équation linéaire (7) du paragraphe précédent. F sera une fonction 
uniforme de t et par conséquent de z. 

Mais supposons qu'on ne sache pas si le type T contient une équa- 
tion fuchsienne, qu*on ne puisse pas, par conséquent, démontrer Texistence 
de ty mais qu'au contraire on sache que T' contient une équation fuchsienne 
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et que la fonction z existe. Il est aisé de voir quc F est encore une 
fonction uniforme de ^. 

Ainsi pour démontrer le resultat suivant: Les Intégrales d'une égtia- 
tion linéaire ä coéffidents rationnels en x et y peuvent s^exprimer ainsi que 
X et y en fonctions unifomies cTune meme variable atmliaire, il n'est pas 
nécessairc de faire voir que tout type fuchsien contient une •équation 
fuchsicnne; il suffit de montrer que parmi les types subordonnés ä un 
type fuchsien donné, il en est toujours un qui contient une équation 
fuchsienne. 

De la rimportance de cette notion de la subordination des types. 

En particulier, considérons une équation E a coöffieients rationnels 
et soient 

öj , dj , . . . , a^ 

ses points singuliers. Soit k^ un nombre entier tel que toutes les racines 
de Téquation déterminante relative au point a< soient des multiples de 

r-. S'il n'existe pas de pareil nombre entier, on fera &< = co. 

Au lieu d'envisager le type T qui admet les points singuliers 
a^y a^y . . ., a^j de telle fa9on que les différences des racines des équa- 

tions déterminantes soient t- , t- , . . . , t- , on pourra. envisager un type 

T' subordoimé a T. On supposera par exemple que T' admette outre les 
points singuliers a^y a, , . . . , a^ , p autres points singuliers quelconques 
b^9 b^j . . . , bj,y et que chacune des jp + ^ équations déterminantes corres- * 
pondant a ces divers points singuliers ait une racine double. 

Supposons que ce type T contienne une équation fuchsienne E') 
alors X sera une fonction fuchsienne du rapport z des intégrales de cette 
équation. La propriété caractéristique de cette fonction fuchsienne c'est * 
de ne pouvoir prendre aucune des valeurs a^, a,, ..., a^, 6^, ft,, ..., ftp, 
et, si elle existe, il est evident que les intégrales de Téquation E seront 
des fonctions uniformes de ^. 

Ainsi il suffit de démontrer que Ton peut toujours trouver une fonc- 
tion fuchsienne qui ne puissc pas prendre n valeurs données (öj, a,, ..., a^ 
pour faire voir que toutes les équations linéaires a coéfficients rationnels 
peuvent s'intégrer en n'employant que certaines fonctions uniformes que 
je me réserve d*ailleurs d*étudier dans un mcmoire ultérieur. 
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Il en est de méme des équations ä coéfficients algébriques^ car on 
sait que Tintégration d'une équation a coöfficients algébriques se raméne 
h celle d'une équation d'ordre plus élévé a coefficients rationnels. 



§ 7. Lemme fondamental. 

Aucun type fuchsien ne peut contenir plusieurs équations fuchsiennes 
distinctes. 

Supposons en. effet qu'un type T contienne deux équations fuchsiennes 
E et E'] soit z le rapport de deux intégrales u^ et w, de Téquation E; 
soit t le rapport de deux intégrales u[ et u'^ de Téquation E'. 

On sait que z ne peut prendre d*autres valeurs que celles qui sont 
intérieures a un certain cercle fondamental. On peut toujours choisir les 
intégrales u^ u^y u[ et wj de telle fa9on: i® que le cercle fondamental 
relatif a Zy de méme que le cercle fondamental relatif a tj ait pour centra 
le point o et pour rayon Tunité ; 2^ que les deux variables z et t s^an- 
nullent en méme temps, pour x = a par exemple; 3® que pour une autre 
valeur de x, pour o; = ft, Targument de z soit egal a celui de t. 

Il est clair que z sera fonction uniforme de t, et réciproquement que 
t sera fonction uniforme de z. Il résulte alors des hypothéses faites plus 

haut que - considéré, soit comme fonction de Zy soit comme fonction de 

ty n'existe pas ä Textérieur du cercle fondamental et qu'a Tintérieur de 

ce cercle, ce rapport reste holomorphe et ne peut s'annuller. 

t ' , 

Considérons par exemple - comme fonction de z. Posons: 

z = 5 + irj 
u = log mod - ; 

u sera une fonction de ^ et de ly, holomorphe a Tintérieur du cercle 
fondamental et satisfaisant ä Téquation: 

, v (2'n , d*u 
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Considérons dans le plan des z un cercle C concentrique au cercle 
fondamental et ayant pour rayon r < i. 

Le long de ce cercle, t est constamment de module inférieur a Tunité, 
et par conséquent on a: 

(2) u < log mod-. 

Mais toute fonction holomorphe satisfaisant a Téquation (i) ne peut devenir, 
a Tintérieur d'un contour quelconque, supdrieure.a la plus grando des 
valeurs qu'elle prend le long de ce contour. Uinégalité (2) subsiste donc 
pour tous les points intérieurs au cercle C. 

Mais je puis prendre le rayon de ce cercle C aussi voisin que je 
veux de Tunité. Quand je fais tendre r vers Tunitc, le second membro 
de rinégalité (2) tend vers o. Il rcsulte de la qua rintérieur du cercle 
fondamental, u ne peut prendre aucune valeur positive; d'ou: 

mod-< I. 

Or rien ne distingue / de ^; on peut donc écrire aussi: 

mod- <^ I 
z 

d'ou 

mod^f = mod t 

d'ou 

t = zé' 

6 étant une constante. 

Mais, par hypothése, t et z ont möme argument pour z = h; on 
a donc 

= o et t =^ z. 

Ainsi les deux équations E et E' ne sont pas distinctes. 

C. Q. F. D. 

Ce lemme important a été énoncé d'abord par moi dans une com- 
munication faite a TAcadémie des Sciences de Paris (17 Octobre 1881, 
Comptes Rendus, T. 93, page 582). Il Ta été depuis par M. Kleix 
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(Mathematische Annalen, Bd XXI, p. 209). M. Klkin Vetendait 
d'ailleur8 au cas des fonctions qui existent dans un domaine lirnité par 
une infinité de eercles. (Cf. Mémoire sur les groupes kleinéens, § 9, 
Aeta Mathem atica, T. 3, p. 83). Mais je ne dirai rien ici de eette 
extension qui ne me serait pas utile pour mon objet. 



§ 8. Premier npe^^u ^'^ '^ niéthode de conthmiié. 

M. Klein et moi, nous avons été conduits indépchdaminent Vun de 
Tautre ä une méthode qui permet de dcmontrer que tout type fuchsien 
contient une équation fuchsienne et que Von peut appeler méthode de 
continuité. Nous avons fait de eette méthode différentes applications. 
(Vo.ir Comptes Rendus, T. 92, p. 1200 et 1486; Klein, Mathe- 
matische Annalen, Bd XIX p. 565, XX p. 49, et XXI p. 211; 
PoiNCARÉ, Comptes Rendus, T. 94, p. 1038.) Voici quels sont les 
principes fondamentaux de eette méthode. 

Supposons d'abord une variaUe reelle x et une fonction reelle y de 
eette variable; je suppose que pour toutes les valeurs finies ou intinies 
de Xj il y ait une vAleur de y et une seule, et que eette valeur soit une 
fonction analytique de rr, (holomorphe ou méromorphe); que y ne puisse 
pas reprendre deux fois la mérae valeur. On pourra évidemment en 
conclure que y prend une fois et une seule toutes les valeurs possibles 
depuis — 00 jusqua + ^>^- 

Supposons au contraire que la variable a;, par sa nature méme, ne 
puisse varier quentre deux liraites a et 6; que pour toutes les valeurs 
comprises entré a et Ä, on sache que y est une fonction analytique de 
ir, mais que pour ces limites elles-mémes, on ne sache rien; que y ne 
puisse jamais reprendre deux fois la méme valeur. Quand x tendra vers 
a, y tendra vers une certaine liraite A et quand x tendra vers Ä, y tendra 
vers B. ' On sait alors seulement que y est constamraent croissaiit ou 
décroissant et peut prendre toutes les valeurs intermédiaires entré A et B. 

Au lieu d'une seule variable indépendante, considérons-en w, rr^, o^.^, ..., x„ 
et n fonctions reelles de ces n variables, y^, y,, . . ., y». Je suppose que 
pour toutes les valeurs des x, les y soient des fonctions analytiques et 
quo ces fonctions ne puissent jamais reprendre deux fois le méme systéuK» 

Aeta mathftnatira. 4. Imprimé 4 .Tanvier 1884. .'{O 
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de valeurs. Cela suffit pour que Ton soit certain que les y peuvent 
prendre tous les systemes de valeurs possibles. Soit en particulier w = 2. 
Regardons x^ et x^ comme définissant la position d*un point sur une 
sphére S; y^ et y^ comme définissant la position d'un point sur une sphére 
S'. A chaque point de la sphére S correspond un point et un seul de 
la sphére S' et a aucun point de S' ne peut correspondre plus d*un point 
de S. Cela suffit pour qu*a tout point* de S' corresponde un point de 8. 

Il en est encore de méme si S et S' au lieu d*étre deux sphéres 
sont deux surfaces ferrnces quelconques. Mais supposons maintenant que 
8 n'est pas une surfacc fermée, mais une surface ouverte, présentant une 
sorte de bord, de frontiére. Supposons que les coordonnées de chaque 
point m' de ^ soient des fonctions analytiquea des coordonnées du point 
correspondant m de Ä, lorsque ce point m n^est pas sur le bord de cette 
surface, mais que nous ne sachions rien lorsque le point m vient sur lo 
bord de 8. Il ne sera pas possible alors de conclure des hypothéses 
faites plus haut qu'a tout point de 8' correspond un point de 8. 

La méme chose arrivera, lorsque 8 et 8' seront regardées comme 
des surfaces situées dans Vespace a plus de trois dimensions, seront des 
Mannigfaitigkeiten (multiplicités) a plus de deux dimensions, comme disent 
les Allemands. • 

Supposons toujours qu'a tout point m åe 8 corresponde un point m' 
et un seul de 8' de telle fa^on que les coordonnées de m' soient des 
fonctions analytiqucs de celles de ^, a moins que m ne vienne sur le 
bord de la multiplicité 5, dans le cas ou cett« multiplicité en aurait un. 
Supposons qu'a aucun point de 8' ne puisse correspondre plus d*un point 
de 8. Si 8 est une mtUtiplicité fermée nous serons certains qu*a tout 
point de 8' correspondra un point de 8. Si au contraire 8 est une 
multiplicité ouverte présentant un bord, une frontiére, nous ne pouvons rien 
affirmer. 

Appliquons maintenant ce qui précéde au probléme qui nous occupe. 

Nous dirons que deux types: 

(i') ö^. = Fi(^*» vY' (2') i^'i(^', y)^o 
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appartieiinent ii la mcine dasse lorsque les* deux relations (2) et (2') 
seront de méme genre, et lorsque les 'deux équations (i) et (i') auront 
le méme nombre de points singuliers, de telle fafon que ces points 
singuliers se correspondent chacun a chacun et que les équations dé- 
terminantes relatives a deux points singuliers correspondants soient les 
mémes. 

Cela pose, a chaque type <l*une méme classe C, noua ferons corres- 
pondre un point d'une certaine multiplicité S\ 

De méme nous dirons que deux groupes fuchsiens (des i^'" et 2** ou 
6* familles) appartiennent a une méme classe lorsque le polygone généra- 
teur aura le méme nombre de cotés, et lorsque les sommets se répartirönt 
en un méme nombre de cycles, de telle fa9on que ces cycles se corres- 
pondent chacun a chacun et que la somme des angles de deux cycles 
correspondants soit la méme. 

A chaque classe C de types correspond une classe C de groupes, de 
telle fa9on que si une équation fuchsienne appartient a la classe C, son 
groupe appartiénne a la classe C. 

A chaque groupe de la classe C\ faisons correspondre un point d'une 
multiplicité S. 

A chaque point de S correspondra un point et un seul de 6"; il 
suffit pour le voir de se reporter a la théorie des fonctions fuchsiennes qui 
montre qu'a chaque groupe fuchsien correspond une équation fuchsienne. 

De plus, en vertu du lemme fondamen tal, a aucun' point de Ä" ne 
pcut correspondre plus d'un point de S. 

Il resterait a faire voir qu'ä tout point de 8' correspond un point de S. 

Pour cela, d^aprés ce qui précéde, il suffit" que S soit une multiplicité 
fermée, qu elle n'ait pas de bord. CeJa ne$t nullenient évid^efnt a priari 

En effet, parmi les groupes d'une classe, il y en a une infinité qui 
pourraient étre des groupes limites, correspondant a des points du bord 
de la multiplicité S, Ce sont les groupes dont le polygone générateur 
présente un ou plusieurs cotés infinitésimaux. On voit en eflfet qu'on 
peut toujours construire un polygone générateur dont un des cotés soit 
aussi petit que Ton veul. Cela ne suffit pas d*ailleurs pour que S soit 
une multiplicité ouverte; car, en vertu du § 9 du Mémoire sur les groupes 
fuchsiens, un méme groupe peut étre engendré par une infinité de 
polygones équivalents et il est possible que parmi ces polygones, on 
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puissc toujours en rhoisir iiii dont tous Ics cotos soicnt supériciirs t\ iine 
limite donnce. 

Ainsi, il n'est pas evident que S est une inultiplicité fennée et il 
est nécessaire de le démontrer, par une discussion spcciale a ehaque eas 
partieulier, avant d'affirmer qu'a tout point de 6" correspond un point 
de S. Cest cc que M. Klein a ncgligé de fairc. Il y a lä une difficulté 
dont on ne peut triompher en quelques Ugnes, 



§ 9. Den^iéme lemine. 

Supposons que nous fassions varier notre polygonc 11^ d'une /aron 

continue et de telle maniere que les elements de ce polygone soient des 

fonctions continues d'un certain paramétre t. Envisageons maintenant 

réquation fuchsienne que Ton peut former a Taide de B^ et le type T 

auquel appartient cette équation. Soit: 

ji 
(i) ^ = jr(:r, y)v (2) i/}{x, y) = o (de genre ii) 

cette équation fuchsienne. Le type T sera défini quand on connaitra les 
yp — 3 modules de la relation (2) et les points singuliers de Téquation 
(i); ces quantités sappelleront les paramétres du type. 

f]'ai fait voir au § i du Mémoire sur les fonctions fnchsiennes que 
les fouQtions S que Ton peut former a Taide de R^ sont des fonctions 
contiimes de t et Ton peut en conclure que les paramétres du type T 
sont aussi des fonctions continues de /, ce qui est fort important au point 
de vue de Vapplication de la méthode de continuité. 

Je vais pousser la chose plus loin. Je suppose que lorsque t tend 
vers o, deux ou plusieurs cötés décroissent indéfiniment. (Il s'agit ici de 
leur longueur géométrique et non de leur L) Je supposerai par exemple 
que deux cötés conjugués, ou que 2q cötés, conjugués deux a deux, devien- 
nent infiniment petits, de telle fa9on que ceux des cötés de R^ qui restent 
finis soient encore conjugués deux ä deux. R^ est alors un de ces polygones 
limites que nous étudierons en détail un peu plus loin. 

Passons a la limite, et faisons < = o, de telle fa^on que les 2q cötés 
intinitésiraaux de R^ s'annullent absolument et que R^ se réduise par 
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conscqueiit a un autre polygone JBJ n^ayant que 2n — 2q cötés conjugués 
dcux a deux, Considérons le groupe G engendré par R^. A chaque 
pairc de cötés conjugués de R^ correspond une substitution de Gy c'est 
celle qui change Tun de ces deux cötés en son conjugué, et le groupe 
G est précisément dérivé des n substitutions qui correspondent ainsi aux 
divers cötés de R^ . Parmi ces substitutions nous en distinguerons n — q 
qui correspondront aux n — q paires de cötés de R^ qui restent finis. 
Le gi:pupe dérivé de ces n — q substitutions s'appellera ö" et sera contenu 
dans G. Soit G' le groupe engendré par i2J; il sera isomorphe a G" 
puisqu'a chacun des cötés finis de R^ correspond un cöté de Rq. Lorsque 
t tend vers o, le transformé de JB. par une substitution quelconque de 
G"y tend vers le transformé de JRJ par la substitution correspondante de G'. 

Nous appellerons A la portion du cercle fondamental qui est occupée 
par les transformés de R^ par les substitutions de G" et B celle qui est 
occupée par les transformés de R^ par les substitutions de G qui n*ap- 
partiennent pas a G'\ 

Le polygone R^ est par hypothése de la i^" famille, ou du i*" ordre 
de la 2® ou de la 6® familles; a la liinite, le polygone Rq appartiendra 
a la 2® ou a la 6" familles, niais il pourra appartenir au i" ou au 2^ 
ordre de ces familles, c'est a dire qu'il pourra ne pas admettre ou admettre 
des cycles hyperboliques. 

Dans le premier cas, R^ sera de la i^^^ catégorie, dans le second de 
la 2* catégorie. 

Dans le premier cas, les transformés de Rq pär les substitutions de 
G' remplisgent tout le cercle fondamental (ef. Mémoire sur les groupes 
fuchsiens § 6). Par conséquent, lorsque t tendra vers o, la superficie 
totale de B tendra vers o, et en méme temps la plus petite distance de B 
a Torigine tendra vers i, c'est a dire vers le rayon du cercle fondamental. 

Dans le second cas, ce sera Tinverse et la superficie de B né tendra 
pas vers o. 

Supposons donc que R^ soit de la i^" catégorie. Dans ce cas Rq 
engendrera une équation . f uchsienne 

(!') ^ = f'(^» y)v (2') <l>'{x, y) = o 

qui appartiendra a un type T' moins compliqué que T. Supposons pour 



238 H. Poinoaré. 

fixer les idées q = i. Dans cc cas Rq aura deux cötés de inoins quc 
B^. Il arrivera alors, ou bien que Téquation . ( T) aura un point siiigulier 
de inoins que Téquation (i), ou bien que la relation (2') sera de genre 
p — I au lieu d'étre de genre p et que lequation (i') admettra d,eux 
points singuliers de plus que Téquation (i). (Vide infra page 262.) 

Supposons par exemple, pour fixer les idées que ce soit le premier 
cas qui se présente. Je dis que les modules de la relation (2) vont tendre 
vers ceux de la relation (2') et que les points singuliers de lequation (i) 
vont tendre vers ceux de Téquation (i') de telle fa9on que parmi les 
l>oints singuliers de lequation (i) il y en ait deux qui tendent vers un 
seul et inéme point singulier de Téquation (i'). 

Je vais montrer d'abord que lesfonctions thétafuchsiennes engendrécs 
par B^ tendent vers celles qui sont engendrécs par JBJ. 

Considérons les series: 






im 



m 

OU II est Talgorithme d'unc fonction rationnelle quelconque et oii 
{'^> ^^ ^ , y I et Izy ! * I désignent respectivement une substitution 

quelconque du groupe G et du groupe G'. Je dis que 

On peut trouver urf contour C entourant le point js et assez petit 
pour qu'il soit intérieur a i2o et a Bq et qu'il reste intérieur a Bq pour 
toutes les valeurs suffisaniment petites de /. On appellera ^ la iS de ce 
contour, A la i du plus grand are de cercle orthogonal au cercle fonda- 
mental qui puisse étre tracé a Tintérieur de C; on appellera r une 
quantité quelconque, -4 la i de la droite oz et on posera comme dans 
le § I du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes (Acta Mathem atica, 
T. I, p. 206) 
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Appelons 8^ et 5^ la somme des termes des series 6 et O' qui corres- 
poiident a des points — — —^ et -4 — r-^ situés a Vintérieur du cercle M 
dont le centre est Torigine et dont le R est {n — i)r. Soit: 

= S^ + B^j Ö' == Si + -Bi . 

Soit h la plus grande valeur que puisse prendre le module de H 
pour des transformés du point is; nous aurons: 



mod jR, < TT-zT^ , Tnod B' < 



Nous pourrons donc prendre n assez grand pour que: 

mod B^ < - , mod -Bi < - 

« 

e étant une quantité donnée. 

Le nombre n est désormais fixe et par conséquent le cercle 3f. 

Nous pourrons maintenant prendre r assez petit pour que t variant 
de r a o, aucun des transformés de ne sorte du cercle M ou n*entre 
dans ce cercle et pour que les divers transformés de z par les substitu- 
tions de G qui n'appartiennent pas a G" soient tous extérieurs a ce cercle. 

Alors t variant de r a o, S„ sera une fonction continue de t puisque 
c'est une somme d^un nombre fini de fonctions continues de /; pour < = o, 
S^ se réduira a Si; on pourra donc prendre t assez petit pour que: 

On aura alors: 

mod{e—0')<s 

quelquc petit que soit s. 

G. Q. F. D. 

Los fonctions fuchsiennes x et y qui entrent dans lequation (i) 
peuvent étre choisies arbitrairement ; nous poserons 

_ ^(^. H) „ _ 9(z, g.) 
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jff, H^ et H^ étant trois fonctions rationiielles arbitrairoment choisie?. 
Faisons de meme: 



e^{z, H) 



il vi^ndra 



^^ ff{z, Hy 



Xy^ — lim a:, 

/ = 



_ ff{z, g.) 



«/i = Wmy. 



On voit donc qu'a la liniite, la relation qui lie x et y se réduira 
ä celle qui lie x^ et y^ et qiie par conséqnent les modules de la relation 
(2) se réduisent a ceux de la relation (2'). 

De méme nous aurons: 



lim ri^- 1^1 =10.-1^ 

i2(xr 4(«rJ 2(r:r Ai^i^w 



K)* 4 (<)■ 



a;', x", ... désignant les dcrivées premiére, seconde, ... de x par 
rapport a z, 

11 résulte de la: 

limjr(,r, y) = jr'(^^, y,) 

et par conscquent les points singuliers de Téquation (i) tendront vers 
ceux de (i'). 

C. Q. F. I). 



Rien de tout cela ne reste vrai si le polygone B^ est de la 2® 
catégorie. 

Dans le cas o\\ le polygone R^ est symétrique, la chose peut se 
démontrer d'une maniére toute différente, 

Supposons par exeraple un quadrilatére curviligne a^ydy dont les 
cötés soient des ares de cercle orthogonaux au cercle fondamental, et 
dont les angles soient des parties aliquotes de ;r; je les appelle a, ^, y^ (7. 
Si nous prenons le symétrique de ce quadrilatére par rapport au cöté ^, 
nous obtiendrons, en adjoignant ces deux quadrilatéres Tun a Vautre, un 
hexagone qui engendrera un systéme de fonctions fuchsiennes. Mais on 
peut aussi engendrer ces mémes fonctions en cherchant a faire la repre- 
sentation conformc du quadrilatére oLJij-fJ sur un eercl(» do centre o et de 
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rayon i. Si ^ est un point intérieur au quadrilatére et x le point corres- 
pondant du eercle, x est une fonction fuchsienne de z. 

Supposons maintenant que le c6té j'd devienne infiniment petit, puis 
s^annuUe, le quadrilatére se réduira ä un triangle a/ij-j dont le sommet y 
sera sur le eercle fondamental et de telle fa^on que Tangle aj'^ soit nul. 
Considérons donc le quadrilatére a/ij^d; je suppose que le coté j^ soit déja 
tres petit, mais ne soit pas encore nul. On peut raener une infinité de 
cercles y5<;^, tangents en j^^ au eercle /Sj- et coupant en ^9, le eercle ay5 sous 
un angle egal a p. Menons un de ces cercles j^^f^y de telle fa^on que le 
triangle a^^^r^ soit tout entier intérieur au quadrilatére, mais soit d'ailleurs 
aussi grand que possible. Menons encore un autre de ces cercles /3^j'^, 
de telle fa9on que le quadrilatére soit tout entier intérieur au triangle 
^Ä^a' inais que ce triangle soit d'ailleurs aussi petit que possible. 

Soit Zq un point intérieur ä ol^^y^- Supposons qu'on fasse sur le 
eercle de rayon i et de centre o, la representation conforine de olP^y^ , 
puis de a^ydj puis de OL^^y^j de telle fa9on qu'au point z^ corresponde le 
centre o. Soient respectivement rr^, x et x^ les points du eercle qui 
correspondent k un point z de ap^y^j ou de apydy ou de a/S^/^^. On aura: 

mod rTj > mod x > mod x^ . 

Ix)rsque le c6té yd 8'annullera tout a fait les deux triangles otji^y^ et 
oLJS^y^ se confondront et il est aise de montrer quon aura: 

limmodrTj = lim mod rr^ 

d'ou 

lim mod .r, = lim mod x . 



limrr, = limrr. 



C. Q. F. D. 



Gette demonstration dont je n'ai dailleurs donné qu'un aper9U ne 
s'appliquerait pas au cas oii R^ ne serait pas symétriquc. 



Ada mathematiea. 4. Imprim^ 7 Jnnvler 1HH4. 3] 
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8 10. Types »ymétriques. 

. Je vais appliquer cVabord a un cas simple la méthode de contiiiuité. 
Soit: 

d^^ = ^^""^ 

une équation telle que ^ soit rationnel en rr, que les points singuliers 
soient tous réels et que Téquation déterminante relative a chacun d'eux 
ait une racine double. Le type T dont falt partie cette équation sera 
dit symétrique, parce que si ce type contient une équation fuchsienne, le 
polygone générateur correspondant est symétrique. 

Je dis que tout type symétrique contient une équation fuchsienne. 

Si le nombre des points singuliers est egal ä 3, on peut toujours, 
par un changement linéaire de variable, supposer que ces points sont 
précisément o, i et co ; alors on sait qu'il existe une équation fuchsienne 
dans le type 1\ car cette équation est précisément celle qui définit le 
carré du module d'une transcendante elliptique en fonction du rapport 
des périodes. 

Suppoäons maintenant que le type T admette 4 points singuliers; on 
peut toujours par un changement linéaire de variable supposer que ces 
quatre points sont 

o, I, a et OD 

a étant une quantité réellö positive plus grande que i. 

Soient maintenant a, y5, y^ d quatre points situés sur le cercle fonda- 
mental, et je supposc qu en parcourant ce cercle, on les rencontre précisé- 
ment dans Tordre a, y9, y^ d. Décrivons quatre cercles, orthogonaux au 
cercle fondamental, et passant respectivement par les points a et y9, y9 et ;', 
^^ et (?, d et a. Nöus aurons ainsi un certain quadrilatére. Construisons 
le quadrilatére symétrique du premier par rapport au cercle da par 
exemple; Tensemble de ces deux .quadrila teres formera un polygone 72, 
qui engendrera un groupe fuchsien symétrique de genre o et de la 2 
famille que j'appelle (t. 



o 

e 
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Formons los fonctions fuchsiennes correspoiidaiites et en particulier 
la fonction: 

X = f{z) 

a laide de laquelle toiites los autres sexprinient rationnellemeiit. Pour 
achever de définir cette derniere fonction nous écrirons: 

/■(«) = o, f{^ = I, m = oo • 

et nous poserons: 

m = c. 

c sera réel positif et plus grand que i. Alors z sera défini en fonction 
de X coinnie le rapport de deux intégrales de Téquation fuchsienne: 

011 fr est rationnel en Xj oii les points singuliers seront o, i, c et co et 
de tel le sorte que chaque équation déterininante ait une racine double. 
Pour faire voir que T contient une équation fuchsienne, il suffit 
done de montrer qu'on peut choisir a, y9, j'j d de telle sorte que 

c = a. 

Supposons donc que les points a, y9, d restent fixes et qu'on fasse 
décrire au point y^ Tarc ^d du cercle fondamental, depuis le point (i 
jusquau point d. 

Voici ce qui se passera: 

i"*. Les series thétafuchsiennes définies au § i du Mémoire sur les 
fonctions fuchsiemies seront des fonctions continues de ;*, car elles sont 
uniformément convergentes, comme je Tai fait voir dans ce paragraphe. 

2*". Il en sera done de raéme des fonctions fuchsiennes elles-incmes 
et par conséquent de c. 

3^ En vertu du lemrae fondamental, c ne pourra prendre deux 
fois la mérae valeur. 

4*^. Lorsque le point y se rapprochera indéfiniment du point ^, le 
quadrilatére ajSj-O se réduira au triangle ay9^, et le polygone R^ se réduira 
au quadrilatére Rq formé de ce triangle et du triangle symétrique par 
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rapport au cercle ad Le seconcl leiiinie nous apprend donc quc c tendra 
vers Tunité. 

5^ Pour la iiiéme raison quand y tendra vers (?, c tendra vers 
Tinfini. 

En resumé, quand y variera en suivant le cercle fondainental depuis 
P jusqu'a o^ c croitra d'une fa^-on continue depuis i jusqu'a Tinfini. 
c prendra donc la valeur u qui est coinprise entré i et Tinfini. 

C. Q. F. D. 

Supposons maintenant un type T adniettant non plus 4, uiais 5 
points singuliers. On pourra toujours supposer par un changenient lincaire 
de variablcs que ces 5 points singuliers sont: 



o, I, a, hj CO 



avec les incgalités 



(i) i <a<b 

a et b étant des quantités reelles. 

Si nous regardons a et i comme les coordonnées d'un point dans le 
plan, nous verrons qu'a chaque type T correspond un point d'une region 
plane liniitée par les deux droites a = i, a = b et par la droite b = co. 
Cette region n'est autre chose que la niultiplicité S' définie dans le para- 
graphe 8. On voit qu'avec notre raaniére de considérer les choses, cette 
multiplicité . est ouverte. 

Prenons maintenant sur le cercle fondamen tal cincj points a, y9, ^, c?, e 
se succédant sur ce cercle précisément dans cet ordre. Il en rcsulte 
que lon a: 

arga > argy5 > arg;' > argd > args. 

Consfruisons le pentagone afij-ds^ puis le pentagone syinétrique par raj^port 
au coté as et nous aurons un polygone B^ qui engendrera un groupe 
fuchsien G. Parmi les fonctions fuchsiennes correspondant a ce groupe, 
appelons x = f{z) celle a Taide de laqtielle les autres s^expriment ration- 
nellement et qui de plus est telle que 

/•(a) = o, f{p)= I, ' m = oo. 
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Les quantités 

sont reelles positives et telles que 

I <a<h. 

Lorsque y — y5 tendra vers o, a tendra vers i ; lorsque y — d tendra 
vers o, a — h tendra vers o ; en fin lorsque d — e tendra vers o, h croitra 
indéfiniinent. De plus lorsque a^ jS et s restant fixes, on fera varier y 
et df a et b seront des fonctions continues de y et de d. 

Si Ton considére les arguments de ;^ et de ^ comrne Jes coordonnées 
d'un point dans un plan, ces arguments étant souniis aux inégalités: 

argy? < arg y < arg <? < arg s 

le point correspondant sera situé a Tintérieur d'«n trianglc limité par les 
trois droites 

argy5 = arg;^, arg/* = argry, arg^ = args. 

Ce triangle ne sera autre chose que la multiplicité S qui sera ouvcrte 
comme la multiplicité S'. 

Cela pose, ä chaque point de S correspond un point et un seul de 
S'; a chaque point de S' ne peut correspondre plus d'un point de S. A 
chaque point de la périphérie de S correspond un point de la périphérie 
de S'. Il résulte de la nécessairemenl qu'ä tout point de S^ correspond 
un point de S. 

En d'autres termes, on peut toujours choisir le pentagone aftyds, de 
telle fa9on que a et J aient des valeurs données, c'est a dire que tout 
type fuchsien syraétrique n'admettant que 5 points singuliers contient une 
équation fuchsienne. 

La demonstration est absolument la méme pour un plus grand 
nombre de points singuliers; d'ou cette conclusion: 

Tout type fuchsien symétrique contient une équation fuchsienne. 

On voit que dans le oas particulier des types symétriques Tapplica- 
tion de la méthode de continuité ne présente aucune difficulté. 
^ On peut tirer de ce qui précéde une conclusion importante. 
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Considcrons une fonction y de .r, qui ne peut cesser d'ctre holoiiiorphc 
en X que si x prend une des n valeurs a^ , a^ , . . . , a, ; supposons de 
plus que ces n valeurs sont reelles. 

Considérons le type fuchsien symétrique qui admet les n points 
singuliers a^, a.^, ..., a„. Il contient une équation fuchsienne et dans 
cette équation la variable est une fonction fuchsienne du rapport z des 
intégrales : 

X = f{z). 

Cette fonction n'existe pas a Textérieur du cercle fondaniental; si nous 
supposons a„ = co el le est holomorphe ä Tintérieur de ce cercle et el le 
ne peut prendre aucunc des valeurs a^ , a.^ , . . . , a^ . 

11 résulte de la qu'a Vintérieur du cercle fondamenbil tj est holo- 
nioq)he en 2. 

Donc si y est une fonction de x admettant seulement un nomhre fini de 
poiMs singuliers qui soient t&us reds, on peut trouver une variable z telle 
que y et x exprimées en fonctions de z n^existent pas ä Vextérieur du cercle 
fondamental et soient holomorphes ä Tintérieur de ce cercle. 

On peut supposer en particulier que y est une fonction algébrique, 
ou Tintégrale d*une équation linéaire a coöfficients algcbriques, telle que 
tous les points singuliers soient réels. 



S 11. Généralisatloiu du théoreme précedent. 

Nous n'avons encore appliqué la méthode de continuité qu'aux typcs 
symetriques, niais avant d'aborder 1'étude de types plus compliqués, nous 
allons tirer du resultat obtenu tout le parti possible. Soit: 

une équation telle que ^{x) soit rationnel en r, que les points singuliers 
soient a^, a^ , . . . , a„ , mais ne soient pas tous réels et que chaque équa- 
'tion déterminante ait une racine double. 

Appelons 1\ le type dont fait partie cette équation. . 
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Je démontrerai plus loin que ce type contient une équation fuch- 
sienne, mais ce n^est pas cela que j'ai en vue pour le moment; je veux 
faire voir qu'il y a un type subordonné a T qui contient une équation 
fuchsienne; en d'autres termes, qu'il existe ui\e fonction fuchsienne, qui 
ne peut prendre a Tintérieur du cercle fondamental aucune des valeurs 
ttj , ttj , . . . , a^ et qui de plus ne peut prendre non plus certaines autres 
valeurs ftj , ft^ , . . . , b^. 

Nous nous regardons donc comme libres d'adjoindre au tableau des 
quantités a, telles quantités qu'il nous eonviendra dy ajouter. Nous 
pouvons toujours supposer que si le tableau des nombres a contient une 
quantité imaginaire, il contient aussi sa conjuguée; car si cette conjuguée 
ny était pas contenue, on Vy adjoindrait. 

Je suppose que le théoréme soit vrai quand le tableau des quantités 
a ne contient que q — i couples de valeurs imaginaires et je vais faire 
voir qu'il est vrai quand cc tableau contient q semblables couples. Cela 
suffira, car dans le paragraphe précédent, j'ai démontré le théoréme pour 
le cas ou toutes les quantités a sont reelles. 

Supposons donc que le tableau des quantités a^^ a^y . . . , a„ contient 
n — 2q quantités reelles 

et 2q quantités imaginaires conjuguées deux a deux 

(2) aj, ttj, . . ., »2^. 

Pösons : 

(p{x) = [x — a[){x — a'^) ... {x — aj,); 

^{x) sera un polyn6me entier a coöfficients réels. Uéquation: 

' ip\x) = o 

aura au moins une racine reelle, et par conséquent au plus q — i couples 
do racines imaginaires. Soient 

les racines de cette équation. Posons: 
• n — 2q ^ jjj 2q — i = w. 
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Parmi les quantités suivantes 

(4) o, jr(aj, j^(aj, ..., j?(a^); j?(cj, f?(c,), ..., ip{c„) 

il y aura au plus q — i • couples de valeurs imaginaires. 

On peut donc construire une foiiction fuchsienne F{z) qui ne peut 
prendre aucune de ces valeurs puisque le théoréme est supposé vrai pour 
un systeme de valeurs ne contenant que q — i couples de quantités 
imaginaires conjuguées. 

Posons 

<p{x) = F{z). 

On voit d'abord que x est fonction unifonne de z\ en effet cela ne pourrait 
cesscr d'avoir lieu que si Ton avait: 

^'{pc) = o 
d'ou 

X =- c,j F{z) = ip{c) 

ce qui est impossible. 

De plus X ne peut prendre aucune des valeurs 

rtj , d^j • • • ? ^p 

sans quoi Ton aurait: 

F{z) = f{a) 

ce qui est impossible, ni aucune des valeurs: 

^l> ^2> • ' • > ^2y 

sans quoi Ton aurait 

F{£) = o 

• ce qui est impossible. 

La dérivée de x par rapport a ;? ne peut jamais s^annuUer, sans quoi 
celle de F par rapport a z s'annullerait égalcment, ce qui n'a jamais lieu. 
D^ailleurs x est une fonction fuchsienne de z. En effet soit: 

F{z) = jr(:r) = y, v = 
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on aura, puisque F est une fonction fuchsienne 

1^ = ^(2')^ 

(p^if) étant une fonction rationnelle en y. 
Si nous posons ensuite 




d'oii 



il viendra: 



(5) T? 



W^)]VW^)] + i[^]-i^' 



to 



4 L f\x)A 2 p'(«) 

ou le coCfficient de %v est une fonction rationnelle en x. 

Ainsi X est une fonction uniforme de ^, c^est a dire du rapport des 
deux intégrales de Téquation (5). Cest donc une fonction fuchsienne. 

Ainsi X est une fonction fuchsienne qui ne peut prendre aucune des 
valeurs (i) et (2), mais qui de plus ne peut prendre non plus aucune 
des valeurs telles que <p[x) = <p{a^ ou jr(.r) •= ^(c,). 

Appelons 

ces valeurs. 

L'équation (5) qui 'est une équation fuchsienne admet comnie points. 



singuliers 



flj , 0,2 j • • • > ÖL , Öj , rtj , • • • 9 (^'2q 9 ^17 ^29 • • • J ^i 



et de telle sorte que toutes les équations déterm inantes aient une racine 
double. Elle appartient donc å un type subordonné å T. 

Ainsi il est toujours. possible de trouver une fonction fuchsienne 
ir = f(z) qui ne peut prendre n valeurs données 



^j , a^y ' • • 7 ^n 



et qui ne peut prendre non plus k autres valeurs non données 

'>! j 0^7 • • • > ^k» 

Acta mathimatica, 4. Tmprimé K .TanTler 1884. 32 
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A cette fonction fuchsienrie correspond une cquation fiichsienne dont 
les points singuliers sont les a et les b et dont toutes les équations dc- 
terminantcs ont une racine double. Cette équation fait partie d'un type 
subordonné ä T. 

Soit maintenant y une fonction de x qui n'admet d'autre point 
singulier que les a. Si on pose x = f{z)j y sera fonction liniforme de z. 

Cest ce qui arrivera en particulier lorsque y sera Tintégrale d'uiie 
équation linéaire a coöflicients algébriques. 

Äinsi on peut toujours trouver uyie variable z, dont la variahle x et les 
intégrales cVmie pareUle équation sont des fonctions uniformes. 



% 12. JPolyffones Umites. 

Je dirai que deux polygones générateurs B^ et Rq de deux groupes 
fuchsiens G et G' appartiennent ä une inéme classe lorsqu^ils satisferont 
aux conditions suivantes: . 

I**. Le nombre des cötés des deux polygones est le méme. 

2°. Si deux cét^s de B^ sont conjugués, les deux c6tés de méme 

rang de Bq sont également conjugués. Il en résulte que les sommets 

des deux polygones se répartissent en un méme nombre de cycles de 

telle fa^on qua chaque cycle de B^ corresponde un cycle de iJJ et 

^ réciproquement. 

3®. La somme des angles de deux cycles correspondants est la méme. 

Les polygones d'une méme classe dépendent d'un certain nombre de 
paramétres. Supposons par exemple pour fixer les idées qu^ils soient 
complétement définis(^) lorsqu'on se donne trois paramétres ir, ?/, Zj mais 
que ces trois paramétres ne soient pas indépendants et soient lies entré 
eux par une relation 

(i) f{x, y, z) = o. 



C) II reste bien entendu que deux polygones ne sont pas distinets Iorsqu'oD peut 
passer de I un u 1 autrc par une substitut ion linéaire qui n altere pas le ccrcle foiidamental. 
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Si nous regardons jr-, y Qi z comme les coordonnées d*un point dans 
Tespace, a chaque polygone de la classe correspond un point d'une surface 
Äj définie par Tégalité (i) de sorte qua la classe tout entiére correspond 
cette surface ou une portion de cette surface. 

Mais en general, pour que le polygone B^ puisse ctre le polygone 
gcnérateur d*un groupe fuchsien, Xy y ot z doivent satisfaire non seulement 
a Tégalité (i), mais encore a certaines inégalités (2). Aussi a la classe 
cousidérée correspond seulement une partie de la surface S^ et cette partie 
est limitée par certaines courbes frontiéres dout on obtieut Téquation en 
rempla^tant dans une des inégalités (2) le signe de Tinégalité par celui 
de Tégalité. 

Prenons un exemple. Soit un polygone R^ de la seconde famille et 
du genre o; ce sera par exemple un hexagoue abcdef, Les cotés ab et 
bCy cd et dey ef et fa sont conjugués de telle sorte qu'il y a quatre cycles 
by dy f et ace. Les six sommets devront satisfaire a la relation suivante : 

_ (a _ b)(c — d){e — f) = {b — c){d — e){f— a). 

Soit ^{/i) \e rapport anharmonique de /i par rapport aux trois points 
bj d et f de telle sorte que : 

jr (6) = CO, ^{d) = Oy ^{f)=i. 

Posons 

m 

Le polygone R^ sera entiérement défini quand on connaitra x, y et z\ 
mais entré ces trois parametres nous avons la relation suivante: 

(lO x{i—z) = z[i—y). 

C*est Tcquation d'un parabololde. 

Mais Xy y et z doivent satisfaire en outre aux inégalités 

(2') X <o <z < I <y 

de sorte quon ne doit conserver qu'une portion du paraboloYde (i'). 
Cette portion doit étre regardée comme limitée par les six droites 
suivantes 
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(3) x = z = 

(4) -^ = o y=\ 

(5) y = z=i 

(6) ^ = I ;r = CO 

(7) x = y = 00 

(8) // = CO ^ = o. 

Ce seront les courbes frontiéres de la portion utile du parabololfde; 
a chaque ])oint de cette portion utile correspondra un polygonc de la 
classe envisagée et réciproquement. 

Supposons maintenant que, dans la classe considérée, il faille p 
paraniétres .r^ , x^^ . . . , x^^ pour définir complétenient le polygone B^ et 
que ces p paramétres satisfassent d'une part a une cgalité (i), d'autre 
part a certaines inégalités (2). Si Ton regardc ;t\, ;r.^, ..., x^, comme les 
coordonnées d'un jK)int dans Tespace a p dimensions, cette cgalité et ces 
incgalitcs dcfiniront une portion de surface, une niultiplicité {Mannig faUigkeit)j 
comme disent les Allemands. J^appellerai M^ cette multiplicité qui aura 
p — I dimensions. El le sera en general ouverte et sera limitée par des 
multiplicités frontiéres de |9 — 2 dii/iensions, puisque les x satisfont non 
seulement a une égalité, mais encore a des inégalités. Ces multiplicités 
frontiéres sont analogues aux courbes frontiéres dont il a été parlé plus 
haut et on obtient leurs équations en rempla^ant dans Tune des inégalités 
(2) le signe de Vinégalité par celui de legalité. 

Considérons un point de la multiplicité M^ qui soit infiniment voisin 
de Tuné des multiplicités frontiéres. A ce point correspondra un polygone 
dont certains elements seront iniinitéshnaux et que j'appellerai pour cett€ 
raison polygone limite. 

Nous allons envisager d'abord une classe de polygories B^ , du genre 
o, de la 2* famille; le nombre des cötés sera 2n; chaque c6té de rang 
impair sera le conjugué du coté dont le rang est plus élevé d'une unité 
(le c6té de rang 2p — i sera le conjugué du c6té de rang 2p). De cette 
fa9on, si je désigne par la notation a^ le sommet qui sdpare les cotés de 
rang p et de rang p — i, chaque sommet d'indice impair formera un 
cycle a lui tout seul, pendant que tous les sommets d^indice pair formeront 
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un scul cycle. Il y aiira donc en tout n + i cyclcs et tous les sonnnets 
seront dailleurs sur le eercle fondamental. Pour définir un pareil poly- 
gone il suffit de se donner 2n — 3 de ces soinmetj^, les trois autres étant 
supposés fixes. D'ailleurs entre ces 2w — 3 parametres nous avons la 
relation : 

( ^ ") («! a-2)(«3 »4) • • • (a-i/i-l «-i«) — (a-i/t «])(«•-» ay) • • • {(^'2h-.^2 «2«-l) 

outre les inégalites: 

(2") ^rgotj < argot^ < arga^ < . . . < arga^,. < argai + 2;r. 

Je considére d'autre part les fonetions fuchsiennes engendrées par jR^ 
et panni elles, une de celles a Taide desquelles toutes les autres s^expri- 
ment rationnellement. Je Tappelle f{z). Les point^ singuliers de Téqua- 
tion fuchsienne corresjjondante sont alors au nombrc de w + i ; ce sont: 

et 

Je vais chercher quels sont les polygoiies. liinites de la classe en 
question. Pour les trouver il faut dans Tune des inégalités (2") reniplacer 
le slgne de Tinégalité par celui de Tégalité; d*ou: 

arga^ = arga,+i ; a< = a,+, 

cest a dire qu^un des cötcs du polygone B^ doit devenir infininient petit. 
Mais en vertu de Téquation (i") si un coté de rang pair devient infini- 
ment petit, il faut qu un cote de rang impair le devienne également, et 
réciproqueraent. Il y aura donc toujours au nioins deux cotés qui 
s'annulleront. De la trois espéces de polygones liinites. 

i^ Ceux dont deux cotés conjugués sannullent. ^ 

2^ Ceux dont deux c6tés rion conjugués sannullent. 

3^ Ceux dont plus de deux cötés s annuUent a la fois. 

Ainsi dans le cas du parabololde (i'), les droites frontieres (3), (5) 
et (7) correspondent a des polygones liraites de la i*'''' espéce; les droites 
(4), (6) et (8) a des polygones de la 2"" espcce et les points: 

X = Z = O^ ^ =±: I ; ^ == O, y z= z = \] Ctc, 
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qui appjirtieiment ä la fois a deux de ccs droites frontieres correspondent 
a des polygones de la 3® espéce. 

Les polygones limites de la 3® espcce sont cvidemment des cas 
particuliers de ceux des deux preiiiieres. Laissons les j^our un instant de 
cötc et cherchons a montrer que ceux de la 2^ espéce se raniénent a 
ceux de la i^''®. 

En effet si nous envisageons un polygone de la 2"" esj^ece, Tun de 
SOS cotés intinitésiinaux sera de rang pair. Je puis supposer que Ton ait 
nuniéroté les cotés de telle fa\-on que ce soit prccisénient le c6té de rang 
2, aj».^. L'autre cöté infinitésimal sera par exeniple 0i2j,0L.2j,^i . Ces deux 
cotés vseront séparés par p — i paires de cötés conjugués a^a^ et a^a^ ; 
ot40t5 et a^ae; etc; a2p-2^i)-i ^t ^^p-i^^ip* Joignons, par un are de cercle 
orthogonal au cercle fondaniental, a2^,_, a a, ; nous partagerons ainsi le 
polygone It^ en deux autres Vq et rj ; r^ contiendra par exeinple le sommet 
a^2p et ri le sommet a.j. Soit r^' le transformé de r^ par la substitution 
qui change a^p^^^oL^p^i en a.2j,a.2p..ij et posons 

Le polygone Rq sera équivalent a i?o, il admettra deux cötés infinitési- 
maux, a savoir aj^^ax^+i et le transformé de aiOto. Ces deux cötés ne seront 
plus séparés que par p — 2 paires de cötés conjugués. En opérant sur 
Rq comme on a opéré sur Rq , on obtiendra un polygone i?J' oii les deux 
cötés infinitésimaux ne seront plus séparés que par ji — 3 paires de cötés 
conjugués, et en continuant de la sorte, on finira par arriver a un poly- 
gone S^, équivalent a R^ et dont les deux cötés infinitésimaux seront 
consécutifs. Tous les polygones R^y i?J , Röj . . . , Sq auront une partie 
commune qui sera ro- Le cöté infinitésimal a^i^^^+i ^^ son conjugué 
«2/»+i«2iJ+2 appartiendront donc a Sq. Le second cöté infinitésimal sera par 
exemple /Jaj/;- Joignons maintenant fta^p^i par un are de cercle orthogonal 
au cercle fondamental. Le polygone S^ se trouvera divisé en deux parties; 
le triangle a^pjSa^p^i = Sq et s^^ — Sq — 5^. Soit j^ le transformé de y9 par 

la substitution qui change a2,,a2y>+i ^^ ^2p^20^^p+i ^t ^o^t ^2p-\-2T^2p-\-\ = ^o' 1^ 
triangle transformé de Sq par cette substitutlon. Le polygone S^ = .% + ^o' 
sera équivalent a ^S^, et il est aisé de voir quMl n'a que deux cötés 
infinitésimaux, a savoir /5a^^,^.l et j'OL^p^i qui sont conjugués. 
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Il est vrai que le polygone Sq quoique équivalent a R^ n'appartient 
pas a la méme classe, parce^ que les paires de cötcs conjugués sont 
distribuées d*une autre inaniére; mais il est aisé, par des transformations 
convenables, de ramener le polygone Sq a un polygone équivalent SÖ 
admettant comme SJ les cötés infinitésiinaux conjugués /9a2/>+i ^t T^ip-^i ^^ 
dont chaque c6té de rang impair est conjugué du cöté pair qui le suit. 

Nous sommes ainsi amenés a nous* occuper principalement des poly- 
gones limites de la i*" espéce. 

Considérons un pareil polygone dont les deux c6tés conjugués soient 
aiOL^ et ajnO^i- Nous distinguerons deux catégories de polygones de la 
i^'* espéce. 

i^ Ceux de la i*" catégorie seront tels que 

^9 



a2n «! 

2^ et ceux de la 2* catégorie seront tels que 

«i — «i > , 
<i ^ • 

a?» — a, 

Dans le premier cas, on a entré les somrnets du polygone les rela- 
tions suivantes 

(9) a^ = »2 = a2„ 

(i*) (öta »4) • • • {^2n-l »l) = (»1 »s) • • • {^2n-2 <^2n-^l) ' 

Le polygone R^ se réduit donc (lorsque passant a la limite on annulle 
ses cotés infinitésimaux) ä un polygone R^ tout ä fait analogue, mais dont 
le nombre des c6tés n'est plus que 2n — 2 au lieu de 2n. 

Disons quelques möts des groupes G et (?' engendrés par ces deux 
polygones Rq et Rq . Appelons Si la substitution parabolique qui change 
af_ia,. en a^+ia» (i étant essentiellement impair). Le groupe G sera dérivé 
des n snbstitutions 

La résultante 

ÄJO3O5 . . . ^2n— 1 

sera piiralK)lique et adniettra \e point double a^n» 
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Lorsque R^ se récluit a Rq , les substitutions Ä, , . . . , S^^-i devienuent 
S^y .•., S^^_i et resteht paraboliques, maig la substitution S^ devient 
illusoire et n'a plus aucun sens. I^e groupe G' est donc dérivé des n — i 
substitutions 

v:-/ C" 

En vof tu de la relation (i") la rcsultjuit^ 

O3 . . . 02„_i 

est parabolique. 

Donc les sommets d'ordre pair de Rq förment un cycle parabolique 
(3® sous-catégorie) et par conséquent jB^ et ses transformés par les diverses 
substitutions de G' rempliront tout le cerclc fondamental (ef. Théorie des 
groupes fnchsiens § 6). 

Alors en appliquant le 2'' lemine, on verrait que la différence 

tend vers o et que le typc T,- dont fait partie Tcquation fuchsienne 
engendrée par jB^, se réduit a un type T' plus simple nadmettant plus 
que n points singuliers. 

Supposons maintenant que .deux cotés aja^^ et a2»«i téndent vers o 
de telle fa9on que 

lixn.^:ij:i^<i. 

La relation (i*) cessera d'avoir lieu. La résultantt» 

Of o^ 0/ 

O3O5 . . . fC>2n—l 

sera hyperbolique et non parabolique; les sommets d'ordre pair de R^ 
formeront un cycle hyperbolique (4* sous-catégorie) et par conséquent 
les transformés de Rq par les substitutions de G' ne rempliront pas tout 
le cercle fondamental, mais seulement une portion de cercle limitée j)ar 
une infinité de circonférences. (Cf. lliéorie des fjroupes fucimeiis § 6.) 

Le 2^ lemme n'est donc pas applicablo, ce qui montre quelle diffé- 
ren(*e profonde sépare los polygones limites de la i^'"'' et de la 2^ ('atégories. 
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On pourrait faire une théorie tout a fait analogue des polygones 
limites^ de la 3® espéce qui ne sont que des cas particuliers de ceux de 
la I*" et de la 2^ 

Comme deuxiérae exemple, nous considérerons un polygone B^ du 
genre o, dont les cötés seront disposés comme dans Texemple précédent, 
mais qui appart iendra ä la i*" faraille et dont par conséquent tous les 
sommets seront a Tintérieur du cercle fondamental et tous les cycles seront 
elliptiques (i^" catégorie). 

Nous appellerons 

öl , ^8 , • • • j ^U—l 

les angles de ce polygone qui ont leurs sommets en 

et h la somme des autres angles du polygone. Ces divers angles doivent 
étre des parties aliquotes de 2;r; je les regarderai comme donnés; la 
classe ä laquelle appartient 7?^ est alors parfaitement définie. Dans ce 
qui va suivre, nous envisagerons la L des cötés de ce polygone et non 
leur longueur géométrique. Dans Texemple précédent, quand nous disions 
quun cöté était infiniment petit, cela s'entendait de sa longueur; ici au 
contraire cela s'entendra de sa Z^ (qui n'est autre chose que la longueur 
au point de vue de la géométrie non-euclidienne; ef. Groupes fuchsiens § i; 
Fonctions fuchsiennes §1). 

Cela pose, comment peut-on concevoir que le polygone R^ devienne 
un polygone limite? 'Cela pourrait se concevoir de trois maniéres. 

1^ Si un cöté. devenait infiniment petit. 

2^ Si un angle s'annullait. 

3^ Si un cöté devenait infiniment grand; 

Il est aisé de voir que les deux premiers cas ne se présenteront 
jamais, sans que le troisiéme se présente également; examinons donc le 
troisiéme. 

Supposons qu*un cöté de 7?oj ^2»«i P^^ exemple, devienne infini; il 
en sera de méme du conjugué otiaj- Mais Tangle de ces deux cötés qui 
est a^ est donné et fini. Donc la diagonale Oa^a^ est infinie. Mais cette 
diagonale est plus petite que la somme des 2n — 2 autres cötés. Donc 
Tun de ces cötés est infini. Ce sera par exemple a^p-i^^p-i ^t il ^^ sera 
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de meme par conséquent de son conjugué oi^p^xOi^p. Joignons pai* lin are 
de cercle orthogonal au eercle fondaniental, les deux sommets a^j ol^^^- 
Nous aurons ainsi divisé B^ en deux polygones partiels: r^ qui cornprendra 
le sommet a^j et rj qui cornprendra le sommet ajn* Soit maintenant 
Yq le transformé de r^ par la substitution qui change aja^ en aia^»- Le 
polygone jBJ = rj + r^ qui est équivalent a i?^ a comme lui quatre c6tés 
infinis, mais ces quatre cötcs sont consécutifs. Il rcsulte de la que nous 
pouvons toujours supposer que les 4 cotés infinis de 11^ sont a2„ai, aiO^, 
a^otg, a^oi^. Cest ce que nous ferons. 

On peut supposer aussi que R^ a plus de quatre cötés infinis; mais 
ce n'est qu un cas particulier que nous laisserons de c6té po ur le moment; 
nous supposerons donc que les 2n — 4 autres cötés sont finis. Dans ce 
cas, on peut démontrer sans trop de difficultés que la diagonale a^a^ est 
finie. Appelons r^ le triangle ol^ol^ol^ et r^ le reste de R^. Appelons r^ 
le triangle ol^^ol^ transformé de r^ par la* substitution qui change a^a^ en 
oL^a^. Le polygone JBJ = rj + K' ^^^'*^ équivalent a B^ et il n'aura plus 
que deux cötés infinis aio^» ^t ^^a 4^^ seront conjugués, pendant que les 
deux cötés conjugués a^a^ et a^p seront finis. Ces deux derniers cötés 
ont leur L finie, mais leur longueur géométrique est infiniment petite. 
Supposons que nous passions ä la limite et que ces deux cötés s'annullent. 
Le polygone iJi se réduira alors a un polygone Rq qui naura plus que 
2» — 2 cötés par suite de la confusion des trois sommets a^, a^ et p. 
Parmi ces cötés, il y en a in — 4 qui ne différent pas de ceux de R^ ; 
les deux autres sont les cötés ajn^i ^^ ^\'^\ q^i sont conjugués; le sommet 
ttj qui est situé sur le cercle fondamental, forme ä lui tout seul un cycle 
qui peut étre parabolique ou hyperbolique. 

S*il est parabolique, ce qui arrive lorsque le cercle qui passé par 
ftiOtan et Ä4 est tangent aii cercle fondamental, le polygone limite est de 
la i^'" catégorie. 

S'il est au contraire hyperbolique, le polygone limite est de la 2^ 
catégorie. 

Les propriétés des deux catégories sont' les mémes que dans l'exemple 
précédent. Ainsi si G est le groupe engendré par R^^ ce groupe sera 
dérivc de n substitutions elliptiques: 

^\i ^i • • • > ^211-1 
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de telle fayon que S^ ait pour point double ai. Le groupe ddrivé de 

S^y Sfy ..., Äj„_i et de S^S^ 

s'appellera G'\ •Lorsque jB^ se réduira a Rq, les substitutions S^y S^, ..., S^^n-i 
tendront vers des substitutions elliptiques SJ, 5^7, ..., S^^n^^ et S^S.^ tendra 
vers une certaine substitution 2\ S^ et S.^ deviendront illusoires. Le 
groupe G' engendré par jBJ' sera dérivé de 

et sera isomorphc a G". 

Si le polygone est de la i*" catégorie, 2' sera parabolique; les trans- 
forinés de Rq par le groupe G' rempliront tout le cercle fondamental. 
Lorsque Rq tendra vers Rö, le transfornié de iJJ par une substitution de 
G" tendra vers le transformé de Rö par la substitution correspondante 
de G'y et la surface recouverte par les transformés de Rq par les substitu- 
tions de G qui n'appartiennent pas a G'', tendra vers o. En appliquant 
le deuxiéme lemme et en conservant les mémes notations que plus haut, 
on verrait que la différence f{a^) — f(a^) tend en méme temps vers o. 
. Si au contraire le polygone est de la 2® catégorie, 2' est hyperbolique 
et les transformés de jBo' ne reraplissent pas tout le cercle fondamental. 
Les déductions précédentes ne sont donc plus possibles et Ton ne peut 
affirmer que f{a^) — f{a^) tende vers o. 

On traiterait de méme le cas oii il y a plus de quatre c6tés infinis. 

Comme troisiéme exemple, nous choisirons un polygone R^ de genre 
Py de la I*"" famille, de 4p c6tés, dont les c6tés opposés sont conjugués 
et dont tous les sommets förment un seul cycle, pendant que la somme 
des angles est égale a 2;r. 

Ici encore on pourrait concevoir trois cas oii le polygone deviendrait 
polygone limite. 

1°. Si Tun des c6tés sannullait (cela sentend toujours de la L de 
ce cöté) . 

2°. Si un angle s'annullait. 

3^ Si un c6té devenait infini. 

Comme dans Texemple précédent, les deux premiers cas ne se 
présenteront jamais sans que le troisiéme se présente en méme temps et 
c'est ce troisiéme cas qu il nous reste a examiner. 
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J^appelle comme plus haut a< le sommet de rang i et je suppose 
que le c6té a4pai et son conjugué a^pCHfp^i deviennent infinis. Soit ^^ le 
milieu de a^pai . (J'entends par la que la L de a^p/^i est égale a celle de 
/9iai) et ^3 le milieu de Oj^ajp+i- Joignons ^^^^ par un* are de cercle 
orthogonal au cercle fondamental. Ce sera une sécante de notre polygone 
Bq et cette sécante sera finie. Gette sécante partagera le polygone R^ en 
deux autres: r^ qui contiendra le sommet a^, et rj qui contiendra le 
sommet a^p. Soit maintenant Sp la substitution qui change OpOp+i en son 
conjugué oLsptXip^i . Cette substitution. changera 

en 

'ou : 

« 

Le polygone JSJ = r J + rj' sera équivalent a i?^ ; il aura 4p + 2 
sommets qui se succéderont dans Tordre suivant: 

Ces 4p + 2 sommets förment deux cycles qui sont d'ailleurs tels 
que la sorame des angles de chacun d'eux est égale a 2;r. Quatre c6tés 
sont infinis a savoir yjjaj, a^p^u y?2a2p+i> ^'^^i- La L des c6tés ^^^^ et 
y9Jj9J est finie et leur longueur géométrique est infiniment petite. 

Si nous passons å la limite cette longueur s'annullera absolument et 
les sommets ^^ et ^^ , /?! et ^ se confondront. Le polygone B^ se réduira 
alors a un autfe polygone iJJ' qui n'aura plus que 4p sommets, deux sur 
le cercle fondamental ^^ et ^ et ^p — 2 en dehors de ce cercle. Chacun 
des sommets [i^ et ^ forme a lui tout seul un cycle qui peut étre 
parabolique ou hyperbolique. 

Etudions maintenant le groupe G engeiidré par le polygone B^ ou 
ce qui revient au méme par i2J . Si nous appelons S^ la substitution qui 
change le c6té «<«<+! de B^ en son conjugué aj^+iOap+i+i , le groupe G 
sera dérivé des 2jö substitutions 



Ol « Oo y • m • j 0< 



^ 



Sur les groupes des équations linéaires. 261 

entré lesquelles nous avons la relation 

1 2 * * * 2p ~ — ^2p^2p 1 • • • ^2 ^1 • 

Quelles sont les substitutions de G qui changent chaque cöté de Bq 
en son conjugué? Ce seront: 



s. 


qui 


change 


/?i/?2 


en 


P'S 


S^p 


D 


D 


^2p+ir2 


en 


^*A 


S^ S^pSp 


D 


)) 


P2^2p 


en 


Pi< 



et 

S^ Si "b » a,'a|+i en ot^+iajp+j+i • 

a 

Lorsque le polygone jB^ se réduit a i?J', la substitution S^ devient 
illusoire et les substitutions Ä,^, S^^S^pSp et S~^Si se réduisent a certaines 
substitutions I, 2" et SJ. De ces substitutions dérive un groupe G' qui 
est précisément engendré par Rq et de telle fa9on que I et 2" sont les 
deux substitutions qui changent la premiére a^p^i^i en a^p^iy la seconde 
a^i en «;/?;. 

Si les multiplicateurs de S et de 2" sont égaux a i, ces deux 
substitutions sont paraboliques; le polygone R^ sera dit alors de la i*" 
catégorie et ses transformés recouvriront tout le cercle fondamental. On 
en conclut, comme dans les deux exemples qui précédent, que le deuxiéme 
lemme est applicable et que par conséquent les fonctions fuchsiennes 
engendrées par Rq tendent vers les fonctions fuchsiennes engendrées par 
Rq\ quand i?J tend vers Rq. 

Entrons dans plus de détails. Soient x et y deux fonctions fuchsien- 
nes engendrées par i?J; il y aura entré ces deux fonctions une relation 
algébrique 

f>(xy y) = o 

qui sera de genre jp, puisque Rq est de genre p. Si cette relation est 
regardée comme Téquation d'une courbe de degré m, cette courbe aura 

(m — i)(m — 2) 
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points doubles. Lorsque R^ se réduira a Röj le genre de cette courbe 
devra diminuer d'iine unité, puisque le polygone Rq est de genre p — i ; 
c'est a dire que la courbe devra acguérir un nouveau point double. A ce 
point double correspondront en réalité deux points analytiques différents 
(seloTi que le point double sera regardé comme appartenant a Tune ou 
a Tautre des branches de courbe qui y passent) et par conséquent deux 
points rédlement distincts du polygme R-q- Ces deux points seront y9i et 
^i qui sont comrae on le sait sur la circonférence du cercle fondamental. 
Il résulte de la que les deux fonctions fuchsiennes lim o? et limy ne 
peuvent prendre ä Tintérieur du cercle fondamental les deux valeurs qui 
correspondent au nouveau point double. 

Il ne peut pas arriver que Tun des multiplicateurs de 2' et de 2" 
soit egal a, i et Tautre difFérent de i, de telle fa9on que Tune de ces 
substitutions soit parabolique et" Tautre hyperbolique. En effet Ton a : 



d'ou: 



mult/Slj^ = mult /{^^^SjpiS^ 



lim mult S^p = lim mult S^^S^Sj, 



et 

mult 2' = mult r. 

Il peut arriver au contraire que les deux multiplicateurs soieiit 
différents de i et les deux substitutions hyperboliques. Dans ce cas i?J' 
est dit de la 2® catégorie. Le deuxiéme lemme n'est plus applicable et 
les fonctions fuchsiennes engendrées par Rq ne tendent pas vers celles qui 
sont engendrées par R^. * 

On traiterait de méme le cas oii plus de deux c6tés de R^ devien- 
draient iniinis. 

Les exemples qui précédent suffiront, je pense, pour montrer comment 
doit étre traitée dans chaque cas, la question des polygones limites. 

Dans le cas du second exemple, nous dirons que le polygone limite 
Rq est: 

i"" de la I*" espéce 8'il n'a que 4 c6tés infinis et qu'ils soient 
consécutifs. 
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i° de la 2® espéce 8'il n'a que 4 cAtés infinis et qn'ils ne soient 
pas consécutifs. (Nous avons vu qu^un polygone de la 2® espéce peut 
toujours étre ramené a un polygone de la i*"). 

3^ de la 3® espéce s'il a plus de 4 cötés infinis; on demon trerait 
aisément qu on peut toujours ramener au cas ou tous Ies cotés infinis sont 
consécutifs. 

Dans le cas du troisiéme exemple, nous dirons que le polygone 
limite R^ est: 

1° de la I*'® espéce 8'il n'a que 2 cötés infinis. 

2** de la 3® espéce, sil a plus de deux cåtés infinis. 



§ 13. JPolygones réduits. 

Nous avons vu qu'aux différents polygones d'une méme classe corres- 
pondaient un par un Ies différents points d'une multiplicité M^. Mais 
a un méme groupe fuchsien correspondent une infinité de polygones 
générateurs et par conséquent une infinité de points de M^ . En effet le 
procédé du § 9 du Mémoire sur Ies groupes fuchsiens permet de trans- 
former le polygone R^ en un autre R'^ équivalent a R^ et engendrant le 
méme groupe fuchsien. De la une infinité de transformations qui chanpjent 
un polygone en un autre équivalent, et par conséquent un point de M^ 
en un autre point de cette multiplicité. Ces substitutions förment un 
groupe que j'appelle F et qui est évidemment discontinu. La multiplicité 
jyfj va se trouver partagée en une infinité de domaines D^^ D^ , . . » , Z?o • • • 5 
de telle fa^on qu'a chaque substitution de F corresponde un de ces do* 
maines et que ce domaine soit précisément . le transformé de t)^ paf cette 
Äubstitution. Cette subdivision de M^ a l*aide du groupe /* est tout k 
fait analogue a la subdivision du cercle fondamental en une infinité de 
polygones i?^ , R^j ... ä l*aide d'un groUpe fuchsien quelconque. Nous 
allons d*ailleurs éclaircir ce qui précéde par une comparaison simple. 

Supposons que dans le plan des xy^ le point x^ y représente la 
quantité imaginaire z=^ x -{- iy et considérons un parallélogramme rectilignö 
R^ , ayant pour sommets o, z^ , z^ et z^ -]- z^. On pourra subdiviser le 
plan en une infinité de parallélogramlnes egaux k R^ et on engendrera 
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ainsi le groupe (^, ^ + ol2?j + ^z^ ou a et y9 sont des entiers quelconques; 
de ce groiipe dériveront les fonctions doublement périodiques qui ont pour 
période z^ et z^. Mais ce parallélogramme peut étre remplacé par un 
autre dont les sommets soient: 

o, oiZ^ + /9^,, yz^ + öX, (ot + r)^\ + (/5 + ö>, 

oii ot, y9, /-, <? sont des entiers tels que ad — ^j- = i. Ce second parallélo- 
gramme est équivalent au premier; je Tappellerai Rq. Pour définir JB^, 

z * 

nous nous donnerons le rapport -^ = cd. Aux différents parallélogrammes 

possibles correspondront différents points du plan des cd ou plutöt de la 
partie de ce plan qui est au dessus de Taxe des quantités reelles, partie 
que j'appellerai partie positive du plan. A i?J correspondra le point 

-^ -, de sorte que la partie positive du plan des cd va se trouver 

partagée en une infinité de domaines qui se transformeront les uns dans 

les autres quand on appliquera k cd la substitution I oi, ^— t )• ^ toute 

fonction doublement périodique correspondra un point de chacun de ces 
domaines et un seul. Mais parmi tous les parallélogrammes équivalents 
a i?Q, il y en a un qui est plus simple que tous les autres; c'est celui 
qui est tel que la forme quadratique positive: 

mod^^z^ + 7jZ^) 

oii 5 et Tfj sont des indéterminées entiéres, soit une forme rcduite. On 
peut dire alors que ce parallélogramme est lui méme réduit» On pourra 
définir ce parallélogramme réduit de la fa9on suivante: 

1^* Il devra étre tel que la partie imaginaire de cd soit aussi grande 
que possible* 

2^ Et parmi ceux qui correspondent a ce maximum de la partie 
imaginaire de cd et qui sont en nombre inflni, il devra étre tel que la 
valeur absolue de la partie reelle de cd soit aussi petite que possible» 

On voit aisément alors que cd doit satisfaire aux inégalités 

< partie reelle de ä> < - , mod (o > 1 . 
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Les pointg o) qui correepondent a des parallélogrammes réduits sont 
alors compris dans un domaine D^ défini par ces inégalités et limité par 
deux droites et un cercle. Ce domaine D^ et ses transformés par les 

diverses substitutions du groupe I cd, -—jÅ] remplissent alors toute la 

partie positive du plan des o). 

Nous pouvons opérer tout ä fait de méme dans le probléme qui 
nous oceupe car il est tout a fait analogue, si ce n'est que les parallélo- 
grammes sont remplacés par des polygones générateurs d'un groupe 
fuchsien, les fonctions doublement périodiques par des fonctions fuchsi- 
ennes, et la partie positive du plan des co par la multiplieité M^. 

Parmi les polygones équivalents a jB^, il y en aura un que nous 
regarderons comme plus simple que tous les autres et que nous appellerons 
poh/gone réduit. Voici comment nous pourrons définir ce polygone réduit. 
Soit f> une fonction des coordonnées d'un point de la multiplieité M^. 
Je supposerai que cette fonction est constamment comprise entré o et i , 
et qu'elle n'atteint la valeur o que sur les frontiéres de la multiplieité 
-Jfj, c'est a dire aux points qui correspondent aux polygones limites. 
Elle pourra d'ailleurs étre choisie arbitrairement. Cela pose, aux différents 
polygones équivalents a R^ , correspondront différents points de M^ et par 
conséquent différentes valeurs de ^. Le polygone que nous appellerons 
réduit sera celui qui correspondra a la plus grande valeur de ^. 

Cela pose, les points de ilf^ qui correspondront aux polygones réduits 
rempliront un certain domaine que j^appelle D^. Ce domaine et ses 
transformés par les diverses substitutions de F rempliront toute la multi- 
plieité M^. Le domaine D^ sera limité par un certain nombre de 
multiplicités m^ , w^ , . . . , m^ qui auront p — i dimensions, si je suppose 
que M^ en a p. Voyons quelle sera la forme des équations de ces multi- 
plicités frontiéres. Soit a un point de M^, a . S le transformé de a par 
une substitution S convenablement choisie dans le groupe /'; les équations 
cherchées seront de la forme sui vante: 

(i) ^{a) = ^{a.S) 

ip désignant la fonction définie plus haut. Si nous considérons un point 
a appartenant a Tune des multiplicités frontiéres Wj , m^ , . . . , w, , par 
exemple ä celle qui est définie par Téquation (i), ce point correspondra 
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ä un polygone réduit, et il en sera de méme du point a.S qui corres- 
pondra a un polygone réduit équivalent au premier et qui appartiendra 
aussi a une multiplicité frontiére. Cest ainsi que certaines classes de 
formes quadratiques contiennent deux formes réduites et qu'a un point 
d'un cöté du polygone générateur d'un groupe fuchsien, correspond un 
point équivalent du cöté eonjugué. Les multiplicités mj , w^, .•., m^ se 
répartissent donc en paires de multiplicités conjuguées a la fa9on des 
cötés du polygone jB^. Ges multiplicités m sont limitces par des multi- 
plicités m' de p — 2 dimensions; celles-ci le sont elles-méme par des 
multiplicités m" de p — 3 dimensions et ainsi de suite. Ces multiplicités 
m% w", etc. se répartissent en cycles a la fa^on des sommets du polygone 
Rq . Ces cycles peuvent d'ailleurs contenir une, deux, ou plusieurs d'entre 
elles: si un de ces cycles en contient plus de deux, il y aura plus de 
deux polygones réduits équivalents a un polygone donné. 

Ainsi, en general, il n'y a qu'un polygone réduit équivalent a un 
polygone donné, mais dans certains cas exceptionncls il peut y en avoir 
deux ou plusieurs. Cest tout a fait ce qui arrive pour les formes 
quadratiques définies. On peut presenter la chose d'nne autre maniére. 
En general, panni les valeurs de ^ qui correspondent a une infinité de 
polygones équivalents, il y en a une qui est plus grande que toutes les 
autres; mais il peut arriver exceptionnellement qu'il y en ait deux ou 
plusieurs qui soient égales entré elles et plus grandes que toutes les autres. 

Nous allons maintenant nous occuper d'une question fort importante: 
quand im polygone limite est-il réduit? et nous examinerons successive- 
ment les trois exemples du paragraphe précédent. 

Reprenons d'abord le polygone R^ du i" exemple, en supposant que 
les deux cötés conjugués aj^ai et ajOj sont infiniment petits. Nous avons 
vu qu'en laissant de cöté le cas exceptionnel des polygones limites de la 
3* espéce, tous les polygones limites pouvaient étre ramenés a ce cas. 
Nous négligerons donc devant les quantités finies, les quantités de lordre 
de aiÄj et de aiOj». 

Je joins a2ii-iÄ2' (H faut entendre par la, ict^comme dans tout ce 
qui va suivre, que je trace un are de cercle passant par ces deux points 
et orthogonal au cercle fondamental.) Je divise ainsi le polygone R^ en 
deux autres : r© = a2n-ia2/i«i«2 ^*t ^'0 = Ho — ^'0 • 
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Transformons r^ par la substitution linéaire qui change a2„a2«-i ^^ 
ajM-a^i»-! ; i^ous obtiendrons pour transformé un quadrilatére 

Posons tnaintenant: 

-Wq . 1 = 1*0 + ^0 • 

Le polygone jBo.i qui sera équivalent a R^ aura pour sommets a2»-i> 

Ä2ii> 0^2? 0^3? •••> Qt2«-3> ot2„_2> 0^1.1? ^^3 . 1 • ^^ ^oit quc jBq . 1 ^ Ull soiiimet 
infinimcnt voisin de chacun des points 

OC2 > ^3 > • • • 9 ^2m— 2 

et trois soinraets infiniment voisins de a2ii-2' Quant a la longueur des 
cotés infiniment petits, elle sera donnée par la relation: 

/^\ / \ (ö2»-2 «2«-l) 

(,«2n-l Ö2n ) 

Joignons maintenant a2.i0t2M_3> nous partagerons le polygone JSo.i en deux 
autres: ro.i = a1.1a2.1a2n_2a21.-3 e* ^0.1 = -^.1 — ^0.1 • Soit maintenant 
Tq ^ = ai.2a2.2a2„_4a2„_3 le transformé de r©.! par la substitution linéaire 
qui change a2„_8a2»_2 en a2n_3a2»_4. Soit enfin i?^ ^ == rj.i + r;'.i. Il est 
aisé de voir que jBo.2> q^^ est équivalent a jBo.i? ^ un sommet infiniment 
voisin de chacun des points 

0C2 > ag , ' ' • y a2»_2 

et trois sommets a^^-a oi^.19 <h.2 infiniment voisins de a2„-.4. On aura 
d'ailleurs: 

/^A / \ r(«2ii— 2 «2»— l)(«2fi— 4 «2n-8)~l' 

[^ ) ai.2 — a2.2 = [(^i — a2; -7- rr- r- . 

L (^2» — «2n-lX«2n-2. Ö2n-3) J 

Nous allons opérer sur jBo.2 comme nous avons opéré sur B^ et sur 
iJo.i* Cest a dire que nous joindrons a2.2a2„-.ö et que nous poserons, en 
appelant ri'2 le transformé de ro. 2 par la substitution linéaire^qui change 
a2n-4a2„_5 en a2„_«a2„_5 
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^0.3 = ^n-4Q^3n— 60^1.2^2.2» ^0 . 2 = -^0.2 '^0.2 

-^^0.8 = ^0.2 I ''o . 2 • 

On operera ensuite sur jBo.:, comme sur 7?o.2 et ainsi de suite. 

Il est aisé de voir quc B^i a un sommet infiniment voisin de chacun 
des poiiits 

^2} ^3} • • • > ^n-2 

et trois infiniment voisins de a2«-2i' 

Considérons en particulier le polygone i?Ö.M-i- Il ^ura trois sojnmets 
infiniment voisins de a^ et par conséquent de a2n' Ce seront les sommcts 
»2? oLi.n-i et a2.«-i (quil ne faut pas confondre avec a2»-i)- I^ résulte de 
la que JBo.«-i difiérera infiniment peu de B^. Ces deux polygones sont 
d'ailleurs équivalents, d'ou il résulte que la transformation T qui change 
Bq en i?o.n-i appartient au groupe I\ 

Posons 

jjr _ K — ttaXa^ — «J ' . . («2n-2 — «2/i-l) 
(«l — «4)(«5 — «•)••• («2n-l — «2r.) 

Nous aurons la relation suivante qui est au polygone -Ko.«--i ^^ que' les 
relations (2) et (2') sont aux polygones 7?o., et i?o.2' 

^l.n-l a2.n-l = («! »2)^^^ 

et de méme 

»2 «l.n-l = («2» ^\)U'^' 

Cela pose, reprenons notre fonction ^ et supposons qu'elle se comporte 
réguliérement, ce qui ne présente pas de difficulté puisque cette fonction 
est presque entiéremcnt arbitraire. Pour un polygone qui a des cotés 
infiniment petits, la fonction (p est infiniment petite par hypothésc. Nous 
supposerons quclle est du i®' ordre ainsi que ai — aj* En ncgligeant 
les infiniment petits du 2^ ordre, on peut dire que les trois quantités jr, 
^1 — .02 6* «! — «2n so^^t proportionnelles. On a donc pour le polygone B^ 

9 = {^i— »2)^ 
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F ne dépendant que de la position des points 

m 

et non de la longueur des cotés infiniment petits a,a2 et a,a2„. 

Appelons ^' et F' les valeurs de ^ et de F qui correspojndent ä 
Ro.n-i9 Jious aurons: 

F' = F k des inf. petits prés du i" ordre 
f' =^ (p.U^ a des inf. petits prés du 2* ordre. 

Si done H^ > i, la substitution T transforme R^ en un polygone 
équivalent qui correspond ä une valeur de ^ plus grande. Le polygone 
Rq nest donc pas réduU. 

Si au contraire H^ < i , la substitution inverse de T transformera 
Rq en un polygone équivalent correspondant a une valeur de ^ plus 
grande, de sorte que R^ ne sera pas non pliis réduit. 

Reste le oas ou J/' = i. Mais // est essentiellenient négatif. On 
aura donc 11= — i.* Mais cette relation qui n'est autre que la relation 
(i*) du paragraphe précédent, exprime que le polygone R^ est de la 
I*" catégorie. 

Ainsi un polygone limite ne peut étre réduit que sU est de la t""* 
catégorie. 

Nous allons obtenir le raéme resultat dans les 2* et 3® exemples. 
Nous allons traiter d'abord le 2* exemple, en supposant pour fixer les 
idées : 

ö| = fljjj = ... =^ ^an— 1 • 

Je définirai dans le 2* comine dans le 3° exemple, le polygone réduit 
de la maniére suivante. Parmi les polygones équivalents ä un polygone 
donné, j'appellerai ainsi celui qui sera tel que le plus grand de ses c6tés 
soit aussi petit que possible. S'il y en a plusieurs qui satisfassent a cette 
condition, je choisirai parmi eux celui qui sera tel que le 2^ cöté (par 
ordre de grandeur décroissante) soit aussi petit que possible et ainsi de 
suité. (Ici comme dans le paragraphe précédent, en ce qui concerne le 
2^ et le 3® exemple, quand je dis qu un cöté est grand ou petit, il s'agit 
de sa L et non de sa longueur géométrique.) 
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Voici unc proposition que je me borne a énoncer, et que je vais 
appliquer a mon dessein. 

Soit un triangle ABC qui se déforme de telle fa9on que ses trois 
sommets tendent respectivement vers trois points -4', B' et C situés le 
premier sur le cercle fondamental, les deux autres ä Tintérieur de ce 
cercle. Les deux cotés AB et AC croissent indéfiniment, pendant que 
BG reste fini; mais la différence des deux cötés AB et AC tend vers une 
limite finie A: 

\\m{AB — AC) = Å. 

Cette limite ne dépend que de la position des trois points A', B', C et 
non de la manicre dont A, B, C tendent vers A% S', C. Par les points 
B' et C on peut faire passer deux cercles tangents intdrieurement au 
cercle fondamental. Soient ilf et ^ les points de contact. Joignons 
MN par un are de cercle orthogonal au cercle fondamental. Cet are de 
cercle coupera B'C' en un point F tel que la L de PB' soit égale a 
celle de PC; je supposerai que B' est a gauche de MN et C a droite. 
La limite A sera positive si A' est a droite de MNj negative si A' est a 
gauche; elle sera nulle si A' est en M ou bien en N. 

Considérons donc le polygone B^ dont nous allons faire croitre in- 
définiment les cötés a2«ai , otiota , aj^s > 0^30^4 comme on Ta vu au paragraphe 
précédent. Il arrivera alors que les deux sommets aj» ^t «4 tendront 
vers deux points B' et C intérieurs au cercle fondamental, pendant que 
a^ tendra vers un point A' situé sur ce cercle lui-méme. En méme 
temps, les points a^ et a^ tendent aussi vers A'y car les cotés a^a.^ et a^^a^ 
qui ont leur L infiniment grande, ont leur longueur géométrique infini- 
ment petite. 

Nous pourrons trouver sur le cercle fondamental les points M et N 

définis plus haut; nous joindrons MN] je suppose d'abord que A' soit 

comme B' a gauche de MN. On uura en vertu du lemme que je viens 
d'énoncer 

lim a2„ = B', . lim a^ = C, lim aj = lim »2 = lim a^ = A' 

a2a4 > ^i^in J «8«4 > «8«2» • 
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Dans les deux triangles ol^ol^t.^^ a2«i«iii ^^ ^ 

ai)gle a2aia2« = angleajasa^ 
et 

fX^^A > «2«2« 

d'ou 

Le coté a^a^ = a^ag est donc le plus grand coté de B^ puisque tous 
les autres que (Xia^f OLzOi^y oL^oL^y oi^a^n sont finis. 

Je dis "qu'on pcut trouvcr un polygone équivalent a B^ dont le plus 
grand cöté soit plus petit que ol^ol^. 

Joignons a^a^nj nous aurons partagé le polygone B^ en deux autres: 

^0 == ^2n^l^^8 y K = Qf8^4^ö • • • 0^2» • 

Transfornions rj par la substitution qui change aga^ en a^oL^. Nous 
obtiendrons 

avec 



/ 



»3 = »gj 0t4 = Oj 



Le polygone 2?i = r© + ri' est équivalent k B^. Il a 2n — 4 c6tés égaux 
aux 2n — 4 c6tés finis de B^ . Il admet aussi deux cotés infinis 



«1«2 = «l«2n 



qui appartiennent a B^ et les deux cötés infinis 

qui n'appartiennent pas k B^. Si agOtj» > aia2 j c'est agaj, qui est le plus 
grand c6té de EJ et on a: 

^3^2n < «a«4 • 

C. Q. F. D. 
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Si agajn < «i«2 9 c'est oL^a^ qui est le plus grand cöté de iZJ et on a 

C. Q. F. D. 

Ainsi, si le point A est a gauche de MN, le polygone B^ n^est pas 
réduit; mais comme rien ne distingue la gauche de la drpite, il n'est pas 
réduit non plus si A est a droite de MN. Il faut done que A soit en 
M ou en N. Mais alors le cercle AB'C' est tangent au cercle fonda- 
mental, ce qui veut dire que le polygone limite est de la i*" catégorie. 

Ainsi tout polygone limite réduit est de la i^" catégorie. 

Passons au 3* exemple, c'est a dire a un polygone B^ de /\p cotés 
dont les cötés opposcs sont conjugués. Joignons les sommets opposés; 
nous obtiendrons ainsi ^p diagonales. Je dis que si B^ est réduit, le 
plus grand des 4jp c6tés du polygone est plus petit que la plus petite 
de ces 4p diagonales. J'appelle d cette plus petite diagonale; si ce 
cöté était plus grand que dy on partagerait le polygone B^ en deux 
autres ^o et ri en tra9ant la diagonale d. On appellerait ensuite rj' 
le transformé de Tq par la substitution qui change le plus grand des 
c6tés de B^ en son conjugué. Le polygone i?^ = rj + Tq seralt équi va- 
lent a Bq\ il aurait ses cötés opposés conjugués; de plus il admettrait 
tous les cötés de B^ sauf le plus grand qui serait remplacé par la diago- 
nale dj qui par hypothése est plus petite. Le plus grand cöté de JBJ 
serait donc plus petit que celui de B^ et B^ ne serait pas réduit. 

Cela pose, supposons, comme dans le paragraphe précédent, que les 
deux cötés a^^a^ et a^pOL^p^x croissent indéfiniment; il en sera de niéme des 
diagonales a^pO^p et »lOap+r, tous les autres cötés resteront finis. Supposons 
que les sommets a^p et ajp+i tendent vers deux pointe JB' et C intérieurs 
au cercle fondamental. Les sommets a^, a2> • • •? ^2p tendront vers un iiiéme 
point A situé sur la circonférence de ce cercle et ce point A est dgale- 
ment celui avec lequel tendent a se confondre les sommets y9j et y?^ du 
polygone i2J. De ce fait résulte Tidentité suivante: 

lim {a^a^p — a^d^^^ = lim [fx^pfx^p — a^a^^i). 

Mais si le polygone B^ est réduit, on a d'autre part, puisque les cötés 
sont plus petits que les diagonales 
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Donc ori a 

liin(aia4p — aiOj^+i) = o. 

On en conclut, comme dans Texemple précédent, que le cercle AB^C 
est tangent au cercle .fondamental et que le polygone B^ est de la i*'® 
catégorie. 

Ainsi tout polygone limite réduit est de la i*" catégorie. 

Tout ce qui précéde ne s'applique qu'aux polygones de la i'" espéce. 

Passons d'abord aux polygones de la 2® espéce qui peuvent comme 
nous Tavons vu étre ramenés a un polygone limite de la i^" espéce. 
Supposons donc que P^ soit un polygone de la 2*" espéce; ce polygone 
sera équivalent a un autre B^ de la i^" espéce; si B^ n'est pas de lä 
I*" catégorie, je dis que P^ nest pas réduit. 

En eflfet envisageons la fonction ip définie plus haut; cette fonction 
dans le cas du 2^ et du 3® exemple sera, pour fixer les idées, Tinverse 
du plus grand cöté de B^. 

La fonction ^ correspondant soit au polygone P^^ soit au polygone 
Bq sera infiniment petite. Soient a et & les points de M^ qui corres- 
pondent ii B^ et a P^; chacun de ces deux points sera infiniment prés 
d'une des frontiéres de la multiplicité M^\ soient c et d les points de 
ces frontiéres qui sont respectivement le plus rapprochés Tun de a et 
Vautre de 6. Les coordonnces du point a sont fonctions de celles du 
point 6, puisque les deux polygones correspondants B^ et P^ dérivent 
Tun de Tautre d^aprés une loi déterminée. Si a et & sont tres voisins 
des frontiéres, comme nous le supposons ici, la position du point c dépend 
de celle du poijit rf, de telle fa9on que les coordonnées d'un de ces points 
soient fonctions continues de celles de Tautre. Maintenant si les points 
c et rf restant fixes, a des infiniment petits prés, le point a se rapproche 
du point c de telle fa9on que la distance infiniment petite ac diminue 
de moitié^par exemple, la distance infiniment petite bd diminuera aussi 
de moitié. 

Si nous appelons f>^ et ^^ les valeurs de f> qui répondent aux points 
a et 6, nous aurons a des infiniment petits prés du 2^ ordre 

les fonctions f^ et f^ étant des fonctions finies, en general et ne dépendant 
que de c et de rf. 

Åeta mathematica. A. Imprimé S9 Janvicr 1884. 35 
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Si donc les points c et d restant fixes ou ne variant qu'iiifiniment 
peu, la distance ac diminue dans un certain rapport, les deux fonctions 
infini^inent petites jr^ et ^^ diniinueront dans le méme rapport. 

Cela pose, nous avons vu que si R^ n'est pas de la i*'* catégorie, 
ce polygone n'est pas réduit et qu on peut trouver un polygone équivalent 
Rq correspondant a une plus grande valeur de ^. Soit PJ le polygone 
de la 2^'' espece qui dérivc de jRJ comme P^ de B^ ; soient a', 6', c\ d! les 
points qui sont ä JBJ et 1^ ce que les points a, ft, c, d sont a iJ^ et a 
Pj,; soient (p\ et jr^ les valeurs de (p qui correspondent ä iJ^ et a P^. 
Les points d et rf', il est aisé de le constater, différeront infiniment peu 
de c et de d\ on aura donc 

ac bd 



a'c: Vd' 



• 



a des infiniment petits prés et par conséquent 

li — Tx 

fy fl 

Mais on a 

fl > fl 
on aura donc 

et par conséquent le polygone P^ ne sera pas réduit. 

Ainsi, un polygone llmite de la 2"^ espece ne peut étre réduit que sU 
est équivalent a un polygone de la T"^^ espece et de la i^*** catéporie. 

Le cas des polygones de la 3" espece qui sont un cas particulier 
de ceux de la 1^^^ et de la 2"" se traiterait d^aprés les mémes principes. 
Nous n'allons étudier ici qu*un seul exemple. Nous fixerons ainsi les 
idces, et le lecteur se rendra mieux compte de la fa9on dont nous sur- 
montons les différentes difficultés que si nous étudiions directement le cas 
general. 
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Nous choisirons le polygone jR^, du 2^ exeinple en supposant que les 
six c6tés dqn^iy aiÄsj Oa^s? ^z^aj ^^'^^ et ol^ol^ croissent indéfinimeiit. 

Nous supposerons que ce polygone est réduit, et nous allons faire 
voir qu'il est de la i^" cat^gorie, c est a dire que les cinq sominets 
«i> 0^2? 0^3 > 0^4? 0^5 tendent a se confondre en un seul point situé sur la 
circonférence du cercle fondamental, et cela de telle sorte que le cercle 
a^nOixOL^ soit tangent au cercle fondamental. 

Pour cela nous nous appuierons sur les deux principes suivants: 

I**. Si le polygone B^ est réduit, les cötés issus d'un sommet de 
rang impair sont plus petits que la diagonale qui joint ce sommet a un 
sommet quelconque de rang pair. En effét, soit C le cöté a^n^j par 
exemple, et I) une diagonale joignant a^ a un sommet quelconque de 
rang pair. Il est aisé de construire un polygone B^ équivalent a B^ et 
admettant mémes c6tés (en grandeur) que jR^, sauf que le coté C est 
rcmplacé par D. Si Ton avait C > D, le plus grand coté de B^ serait 
plus grand que le plus grand cöté de Bq et B^^ ne serait pas réduit. 

2^ Supposons que les trois sommets d'un^ triangle ABC tendent 
respectivement vers trois points -4', 5', C, situés, le premier a Tintérieur 
du cercle fondamental, et les deux autres sur la circonférence de ce 
cercle. Si les deux points B' et C sont disfincts Vim de Vautre, les trois 
c6tés croitront indéfiniment, Tangle BAC tendra vers une limite finie, 
aiiisi que la différence 

AB + AC—BC 

et par coméquent le coté BC sera plus grand que chacun des deux autres. 

Cela pose, supposons que dans le polygone réduit B^ , les deux som- 
mets a2„ et »6 tendent vers deux points fixes B' et O du plan. Les cinq 
sommets a^ , a.^ , ag , a^ , a^ dont la distance a a^ est infinie, tendront vers 
certains points du cercle fondamental. 

Si on avait: 

lima^ ^ lima^ 
on aurait en vertu du 2^ principe 

ce qui est contraire au premier principe. 
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De inéme si on avait: 

lim a^ ^ lim a^ , lim a^ ^ lim a^ ou lim a^ ^ lim a^ 

on aurait 

ce qui serait contraire au premier principe. 

Donc les cinq sommets a^j a^ , . . , a^ tendent vers un seul et mcme 
point -4' du cercle fondamental. 

Joignons les deux poin.ts M et N définis plus haut. Si Ä' étuit a 
gauche de MN (c est a dire du mcme cöté que Z?') on aurait: 

• 

et s'il était a droite 

aiÄg < aia>2n 

ce qui serait contraire au premier principe. 

Ainsi A' est en M ou en Ny c'est a dire que le cercle A'B'C est 
tangent au cercle fpndamental, c'est a dire que jB^, est de la 1*" catégorie. 

C. Q. F. D. 



$ 14. Méthode de continuité. 

Tous les lemnies que nous avons établis vont nous permettre d^appli- 
quer avec toute rigueur la méthode de continuité. 

Considérons une infinité de types T apparteuant Ji une mcme classe 
et définis par un certain nombre de paramétres qui seront, si l'équation 
générale du type 8*écrit 

(O 5^ = 9^(:^y y)^ ■ (2) i^(^, y) = o 

les modules de la relation (2) et les points singuliers de l'équation (1). 
Soit q le nombre de ces paramétres. Ces paramétres vont définir un 
point d'une certaine multiplicité M k q dimensions. Je dis que cette 
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multiplicité est fermée et ne présente pas de fronticre. En effet Riemann 
a démontré que si une multiplicité a q dimensions était limitée par une 
autrc multiplicité, cette autre multiplicité devrait étre k q — i dimensions. 
Cest ainsi qu'une surface, par exemple, ne peut étre découpée (zerschnitten) 
que par une ligne et non par un point. 

Or en faisant varier les paramétres du type, on ne pourrait arriver 
ä la frontiére de M qu'en atteignant certains points singuliers de cette 
multiplicité, correspondant au cas ou le type T se réduit a un type T 
plus simple (ef. § 9, page 238). Or cela ne peut arriver que de deux 
maniéres: 

I** ou bien, si deux points singuliers de (i) venaient a se confondre; 
mais il faut pour cela une condition complexe, c*est a dire deux condi- 
tions rédles. 

2° ou bien, si le genre de la relation (2) s'abaisse d'une unité, c'est 
a dire si la courbe représentée par cette relation acquiert un nouveau 
point double. Mais ici encore il faut pour cela deux conditions reelles. 

Ainsi dans Tun comme dans Tautre cas, il faut s^imposer deux condi- 
tions, et les points singuliers qui satisfont a ces conditions förment une 
multiplicité k q — 2 dimensions qui ne peut servir de frontiére ä M qui 
en a q. J^appellerai <7i , (t^, ... ces multiplicités äg' — i dimensions que 
je viens de définir. 

Considérons maintenant le domaine D^ défini au § 13. A chacun 
des points de ce domaine correspond un polygone B^ et par conséquent 
une équation fuchsienne. Considérons les paramétres du type auquel elle 
appartient: ils définiront un.certain point de la multiplicité M. Ainsi ä 
tout point de D^ correspondra un point de M et un seul. D'aittre part, 
ä tout point /i de M correspondant ä un type fuchsicn qui contient une 
équation fuchsienne, correspondra un point d de D^ et un seul. Il y a 
exception toutefois si le point å se trouve sur Tune des multiplicités 
m^j m^y ... qui séparent D^ du reste de la multiplicité M^ . Dans ce 
cas en effet, il y a deux ou plusieurs polygones équivalents réduits, de 
sorte qu'au point /i correspondent deux ou plusieurs points d. Au domaine 
Dq tout entier correspondra ou bien une portion de -M, ou bien cette 
multiplicité tout entiére. 

Je dis que le premier cas ne se presentera pas. En effet, s'il se 
présentait, la multiplicité M serait partagée en deux parties, celle qui 
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correspond ä D^ et celle qui ne correspond pas ä 1)^ , et ces deux parties 
devraient étre séparées Tune de Tautre par une multiplicité frontiére, qui 
devrait avoir, d'aprés le théoréme de Riemann, q — i dimensions. 

Or comment pourrait-il arriver que, le point d de D^ se mouvant 
dans ce domaine, le point correspondant fi do M atteignit cette multiplicité 
frontiére- hypothétique? 

Est-ce parce que le déterminant fonctionnel des coordonnées de /i par 
rapport a celles de d s'annullerait? Mais cela n'arrivera jamais puisque 
le lemme du § 7 montre qu'a tout point /i ne peut correspondre qu un 
seul point d. 

Est-ce parce que le point () atteindrait Tune de ces multiplicités 
Wj , Wj , ... qui séparent le domaine D^ des autres parties de la multi- 
plicité M^? Mais supposons, par exemple, que le point d franchisse une 
multiplicité m^ qui sépare le domaine D^ d'un autre domaine D^ . Le 
point /i franchira alors une certaine multiplicité /x^ qui correspondra a 
m^ ; mais le point d étant entré dans le domaine D^ qui fait encore partie 
de la multiplicité M^ , ä ce point d correspondra encore un polygone jR^ 
et par conséquent une équation fuchsienne et un point de la multiplicité 
M. La multiplicité /i^ ne sépare donc pas les types fuchsiens qui contien- 
nent des équations luchsiennes, de ceux qui n'en contiennent pas. 

Est-ce enfin parce que le point (7 atteindrait la limite mémé de la 
multiplicité M^? Il arriverait alors que le polygone B^ correspondant 
deviendrait un polygone limite, Mais comme d est intérieur ä D^ , le 
polygone R^ est réduit et par conséquent de la i'''* catégorie oii équivalent 
å un polygone de la i''^* catégorie. Mais le 2^ lemme nous a fait voir que 
lorsque jR^ tendait a se réduire ä un polygone limite de la i^" catégorie, 
le type correspondant T tendait a se réduire a un type plus simple T^ 
c'est a dire que deux des points singuliers de (i) tendaient a se confondre, 
ou bien que le genre de (2) tendait ä s^abaisser d'une unité. Donc lorsque 
le point d en restant intérieur ä D^ , tend vers une des frontiéres de M^ , 
le point correspondant [x tend vers Tune des multiplicités ^r^ , a^, ... 
Mais ces multiplicités n'ont que q — 2 dimensions. Elles ne peuvent donc 
partager M en deux parties. 

Donc M ne se partage pas en deux parties, Tune correspondant a 
D^, Vautre ne correspondant pas a D^. 

Donc toiU type fuchsien contlent une équatian fuchsienne. 
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§ 15. Application partieuliére. 

Nous allons donner des principes qui précédent une application 
particuliére. Nous choisirons pour cela le oas le plus simple qui puisse 
se presenter, c'est ä dire le i" exemple du § 12, en supposant que B^ 
n'a que 6 cötés. Cest le oas du parabololde (T) du § 12. Cet 
exemple facilitera rintelligcnce de ee qui préccde. 

Dans le cas qui nous oceupe, la multiplicité M^ est représentée 
comme on Ta vu par le parabololde (i'). Voyons ee que devient la 
nmltiplicité M. 

L'équation fuchsienne engendrée par It^ admet 4 points singuliers et 
de telle fa9on que les 4 équations déterminantes aient chacune une racine 
double. 

Soient a, y9, fj d ces quatre points singuliers. Soit <f){jj) le rapport 
anharmonique de jx par rapport aux trois points /?, fj d de telle sorte que 

• 

^(y9) = o, ^.(r)= I, ip{d) = QO. 

Posons : 

^(a) = X. . 

Le type auquel appartient Véquation fuchsienne considérée est entiére- 
ment défini quand on connait X. La multiplicité M se réduit donc a la 
sphére ou au plan représentatif de la quantité complexe X. 

Quand on permute de toutes les maniéres possibles les quatre points 
singuliers, on obtient pour X les 6 valeurs suivantes: 

(') L^' '~^' i' T=:x' '""i' x~rj- 

On peut partager le plan des X en 6 regions 

iOo + />i j />i + />i > />2 + /CrJ , />8 + i»; , />4 + yoi , p^-^- p^. 



La figure i indique cette subdivision; les deux cercles et les droites 
qai y sont représentées ont pour équatione:. 



modXr 



mod (i — -X^) = I. partie reelle de X = 



partie i 



de X = o. 



On voit aisément qiie si X est intérieur Ii />^ et si X^ est la qiian- 
tité imaginaire conjuguce de X, les quantités i — X, _ „ , • y ' _ ~ ■ 

- Y > X - ' _ X ^'*"* respective- 



^~X' X' '—^0. ^0. x, 
ment partie de /*, , />, , p^, p, 




fhf pof P,. p-,, px, p4, p»- 

Maintenaut il sagit de subdivieer 
le parabololde {i') en une infinlté de 
domaines D^, D, , ... comme il a été 
dit au § 13, e"e3t ;i dire de telle facon 
que I)^ cuntienne les poiiit« de ce para- 
bololde qui correspondent ä des polygones 
Bd réduita et qi]'a chaque point de M 
corresponde un point et un seul de chacun 
de ces domaines. Ce ne sera pas tout. 
De méme que M se partage en 12 re- 
gions p et p', de möme B^ se partagera en 12 regions partielles qui 
correspondront respectivement aux 1 2 regions de M; et il en sera de 
méme de chacun des domaines D, , J)^, etc. 

La figure 2 représente le parabolofde ( i') projeté sur le plan 
des xy; la droite BCF a pour équation 
^" '■ !/ =1 et la droite BAE, x = o. La 

droite x = o, ij = 1 se projette tout 
entiére au point B. La partie non hachée 
représente la projection de D^. Cette pro- 
jection est limitée par les droites VG et 
AG et par les paraboles AB et BC. Elle 
est subdivisée en douzc regions par les 
droites AC, CE, AF, BG et par deux 
courbes. ■ 



^ ^ v ^' 
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Ces droites ont pour équations: 

CGj X •\- y = o\ BGj o: + y = i ; AGj .r + y = 2 ; ACy x — ?/ = — i ; 

AF^ ?/ = 2 ; CEy X = — I . 

Les dcux paraboles AB et BC sont tangentes aux droites AC et BG. 
Enfin les deux autres courbes tracées sur cette figure sont des ares de 
coniques. On voit que le domaine D^ est divisé en 12 regions ?/< et w/ 
correspondant respectivement aux 12 regions p^ et f)\, 

Voici coniment il faut sy prendre pour démontrer que quand le 
point (J parcourt sur la multiplicité M^ le domaine Ui ou u\j le point 
correspondant /i de la multiplicité M parcourt la region p^ ou p[. 

Soit Rq le polygone symétrique de R^ par rapport a sa diagonalo 
l>e. J*appellerai a'h'c'd-e'f les sommets de JBJ, mais afin quMls se présentont 
dans le méme ordre circulaire que ceux de R^^ a' sera le symétrique de 
r, rf celui de a; (V sera le symétrique de /> f celui de d\ quant a // et 
e' ils ne différeront pas de h et e. Grace a ces conventions, on voit 
aisément que les nouvelles valeurs de ;r, 7/, z sont respectivement: 

I — y, 1 — Xy I — z. 

Soit maintenant X' la valeur de X qui correspond au polygone i?o, 
on voit aisément que Ton a: 

X' - I — X, . 

Si en particulier le polygone i?„ est symétrique par rapport a he, il ne 
differe pas de i?^; on a: / 

X^. i-X,. 
Si donc le point r) décrit la droite BG, le point /i décrira la droite: 

partie reelle de X — -. 

On voit de mémo que si on change R^ dans le polygone symétrique 
par rapport a la diagonalo r/J .r, // et z se changent en -, — et - et 

Åfta mathematlea. 4. Imprimé 1 F<^vrler 1884. 3g 
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X en Y^. On en conclut que si R^ est symétrique par rapport a cfy 

c'e8t a dire si le point () décrit la droite CE, le point /x décrit le cercle: 

mod X =-: I . 

Le polygone R^ est équivalent a un polygone R^ qu'on obtient en joignant 
hfy et en transformant le triangle baf par la substitution qui change ba 
en hc. On obtient ainsi un polygone hfe(lcf'\ f étant le transformé de 
f par la substitution en question. Prenons le symétrique de iij par 
rapport a la diagonale hd. Ce symétrique pourra étre regardé comme 
dérivd d'un certain polygone i?i' de la méme fa^on que R'^ de R^, On 
voit aisément qu'en changeant J?o ^^ Rnj oi^ change x, y et z en 

!! , + ?lizi_L) et ^ et X en X,. 

Si done le point d décrit la droite ACy le point fi décrira la droite 
X — Xj,, partie imaginaire do X^ o. 

Le probléme suivant: Etant donné un type fuchsien, trouver le groupe 
fuchsien qui engendre une équation fuchsienne contenue dans ce type, est 
un probléme tres compliqué dont nous dirons quelques möts plus loin. 

Mais, d'aprés ce qui précéde, dans les cas particuliers suivants: 



x = i, x=-i, .x^2, x = i+-l^-i, x^ '-^-^ 

2 ' • ' ' 2 2 

il se résout par de simples considérations de symétrie, et on trouve 
respectivement pour les paramétres qui définissent le polygone générateur 
du groupe fuchsien correspondant : 

, ^ I _ 3 

2 ^ ~~ 2 

.r = — I y ^- Z 

:r — — 2 :(/ = 2 

X = — I ?/ = 2 

^ £ ^ 3 

4 4 



z 




I 

2 


z 




I 
3 


z 


zr=. 


3 


z 




i 

2 

I 


z 




• 
2 
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Jappellc S^ , Äj et S.^ les operations dont il a etc qucstion plus 
' haut et dont voici la definition d^apres les changenients quellcs font 
. subir il Xy y, z et X. 

S, (^, !/, z\ I — //, .1 — .r, I —z) (X, I — XJ 



^^ i^^y^'^ .7> 7' ^)- {^^ £) 



Envisageons : 

I^ Le groupe l\ dérivé de ces trois substitutions. Si on transforine 
le triangle u^ par toutes les substitutions de ce groupe, on obtiendra une 
infinité de triangles analogues qui renipliront toute la niultiplicité M^ . 

2®. te groupe l\ fornie de toutes les combinaisons en nonihre pair 
des substitutions S^ , S^ et S.^ . Ce que ce groupe a de reniarquable, 
c'est quil est isomorphe au groupe 

o\\ a, i3y fy d sont des entiers tels (jue ao — ^T — i • 

3'*. Le groupe /' forrnc de toutes celles des substitutions du groupe 
l\ qui naltérent pHs X. Si Ton applique a D^ toutes les transforniations 
de l\ on obtient une serie de doniaines 7>, , I>.^, etc. qui remplissent toute 
la niultiplicité M^. Le groupe /'est isomorphe au groupe des substitutions 






az + /?' 



oii ot, y^, y^ o sont entiers et oii: 

oLo — /?r==^> a = (}=i, ^ = Y = o (mod 2) 

c'est a dire au groupe que Ton rencontre dans Tétude de la fonction 
modulaire. 

Chacun des^ domaines D^, D^, etc. est divisé en 12 regions de la 
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méme fa^oii qiie 1)^ est (liviso eii w, et u[. Mais I)^ peiit étre regardé 
aussi comiiie divisc en 2 triangles: 



et 



^0 ■-- '^0 + K + W-i + W'2 + ^h + if-6 



To ^ Hl + U[ + Ua + K + ^h + K' 



De iriéme chacun des doniaines D, , />.^, etc. seront regardés comme 
partages en 2 triangles T| et J;, Tj et 1\ etc. Cest ce mode de 

subdivision que nous avons adopté dans 
les figures 3, 4 et 5 qui représentent en 
perspective des portions du paraboloYde (1'). 
Dans la tigure 3 la droite BKL re- 
présente la genera trice r — o, y — i qui 




Fig. 4. 



dans la figure i n'était représentée que par 
le point B. On remarquera aussi dans 
cette figure les cinq triangles Tq, Jq, T^ 
T[ , T2 non hachcs, et les portions P^ a I\ 
du parabololde ou la subdivision n'est pas 
représentée et qui sont couvertes de hachures. On verra aussi que chacun 
des deux triangles T[ et T!^ a deux'de ses somniets confondus en B, 

La figure 4 represen te a plus grande cchelle la subdivision de la 

region T[ -}- P^ -{- Pg. La portion. P,^ a 
été divisée en un triangle 1\ et deux 
regions hacliees P. et Pg. Les regions 
hacliées sont dans les quatre figures 2, 3, 
4 et 5 celles ou la subdivision n^est pas 
représentée. 

Enfin la figure 5 représente le détail 
de la region P^ qui est divisée en un 
triangle T^ et deux regions hachées P^ et P^^. On voit que le triangle 
1\ a ses trois sonimets confondus en B, 

Ces figures suffisent pour qu'on se rende conipte de toutes les 
particularités de la subdivision. En effet la region P^^ ou CKL se traite 
coinnie la region AKB; les regions P^ et P^ se traitent comme la region 
ABLCf sauf qu'une partie de la figure est rejetée a Tiiifini. Les regions 
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P, et i*, ne traittiiit cuiiuiie P, ; ciitiii 1\ , J'^ , 
i'g et /',„ si3 traitcut coinine }\ . 

IjOS poiiits des droites BE et ?'L corrcri- 
poiidciit a dan iiolygoiics de hi i"" cspéce, et sur 
CC6 droitei;, les poiiits A et C sont los seuls qui 
correspondeiit ä des polygones de la i'" catégorie; 
ce Bont les sculs aussi qui fassciit partie de I)^. 
Sur la droitc BL qui corrcspond ä des polygoiies 
de la 2" espéce, le point K est le seul qui fusse partie de 1)^ . 
eftet la substitutioii S^ le cliange dans le point 




X -^ u -~ CO, j — - - 

•^ ' 2 

qui corre«potid ii un polygone de In i'" eat<!guric. 

% 16. T/iéorte den gous-groupeit, 

Nous venous de dcrnonfrer (iiie tout type fuclisien contieiit unc équa- 
tion fuclisii'nne; il faut luaiiitenant tronvcr Téquation fuchsienne eontenue 
dans uti type fuclisien donné, ou bion cneore troiiver le groupe fuehsien 
corres[>ondant. 

Mais avant d'abordi'r ce probléme, il faut dire quelqucs möts des 
sous-groupes contcnue dans un groui>e fuchsien donné. 

Ces sous-groupes soiit de deux sortcs: 

i". Les sous-groupes d'indice fini, cest a. dlre ceux qui sont tels 
qu'on peut obtcnir toutes les siibstitutions du groupe principal en inulti- 
pliant toutes les substitutions du sous*groupe par un noinbre iini de 
substitutions. 

2". Les sous-groupes d'indice infini. 

A un autre point de vue, les sous-groupes sont encore de deux sortes: 

1°. Les sous-groupes distingués [ausyezekhmt) comtne disent les 
Allemands, c'cst ä dire ceux qui sont permutables a toutes les substitu- 
tions du groupe principal. 
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2**. Les sous-groupes noii distingués. 

(Cf. Klein, Matheiiiatisclie Annaleii, Bd XVII; Waltiieu Dyck, 
Ueher reguläre Uiemannsche Fläche, Gruppentheoretischc Studien. Mathe- 
inatische Aniialen.) 

Les sous-groupes d'indice fiiii ne sont autre chose que des groupes 
fuchsiens: Soit G le groupe principal et g le sous-groupe (jui y est contenu. 
Soit Bq le polygone générateur de 6r; i?j, i?.^, ... ses divers transforniés 
par les diverses substitutions de ce groupe. Soit I\ le polygone générateur 
de //. Il est aisé de voir que P^ est fonnc par la réunion d'un certain 
noinbre de polygones i?^ , JBj , 22.^ , . . . , iJ„ . 

Choisissons d'une nianiére quelconque n + ^ polygones parnii les 
polygones : 

Soient par exeniple jf?^, jB^, i?.^, . . ., B,, ces n -f- i polygones et supposons 
que leur ensemble forme un seul tout siuiplement connexe. Soit F^ cet 
ensemble. Un certain nombrc de cötés des polygones B resteront libres; 
ce seront les cötés de P^. Il reste a voir comment ces cötés doivent 
ctre distribués en paires de cötés conjugués. Soit a^b^ un cöté de ii^, 
UoI/q son conjugué; soient (iib^j a\b\ les cötés homologues de i?,; a^b.2, Uib^ 
ceux de ii,, etc. Panni les n + i cötés ajj^j il y en aura un certain 
nombre p qui resteront libres; de ménie panni les n + i cötés a[b[ il y 
en aura p, c*est a dire un nombre préciséraent egal, qui resteront libres. 
Nous pourrons alors conjuguer chacun des cötés a,7>j restes libres a Tun 
des cötés alb[ restes libres et cela d'une maniérc arbitraire. Tous les 
cötés de Pq se trouveront ainsi répartis en paires de cötés conjugués. 

Il y a encore une condition pour que P^ puisse engendrer un groupe 
discontinu; c'est que si Ton répartit ses sommets en cycles, la somnie des 
anglés de chaque cycle soit une partie aliquote de 27:. Si cette condition 
est remplie, P^ engendrera un groupe fuchsien qui sera un sous-groupe 
de G. On obtiendra d^ailleurs de la sorte tous les sous-groupes d'indice 
iini de G. 

Soient' maint^nant: ^^ 

(i) ^=1'Å^), Y-t\{z), F,{z), ... 
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les fonctions fuchsiennes engendrées par G et 

les fonctions fuchsiennes engendrées par g. ' La classe des fonctions 
fuchsiennes (2) contiendra la classe des fonctions (i) tout entiere conime 
cas particulier. 

Supposons d'abord que G et ff soient tous deux de genre o. Alors 
toutes les fonctions (i) s'expriinent rationnelleinent en X, toutes les fonc- 
tions (2) rationnelleinent en x, On en conclut que X est une fonction 
rationnelle de x. Il est d^ailleurs facile de trouver les coöfficients de 
.cette fonction rationnelle, quand on connait les valeurs de X pour les 
différents somniets de i?^. 

Si maintenant G est de genre o et g de genre p^ toutes les fonctions 
(i) sont rationnelles en X et X est rationnel en x et en y. 

Il peut aiTiver enfin que ni G, ni (j ne soient de genre o. Dans 
ce cas X et Y sont rationnels en x et y et la réciproque n'est pas vraie. 

Il est ä reniarquer que cette théorie est tout a fait analogue a celle 
de la transformation des fonctions elliptiques. Qu'est-ce en effet que 
cette transformation? El le consiste a étudier la relation qui a lieu entré 
les fonctions elliptiques engendrées par le groupe 

(3) {^9 ^^^^1 + ^^2) {^^19 ^2 périodes données; w?, n entiers quelconques) 
et les fonctions elliptiques engendrées par le groupe • 

(4) {^y "^i^i + ^-öj 

en choisissant ces nouvelles périodes i2, , Q^ de telle sorte que ce second 
groupe soit un sous-groupe du premier. Remarquons également que si 
Ton applique ces principes aux fonctions fuchsiennes engendrées par 
Téquation de la serie hypergéométrique, on retrouvera sans peine les 
resultats obtenus par M. Goursat dans sa remarquable thése. 

Dans le cas particulier 011 g est un sous-groupe distingué, la sub- 
division de P^ en n + i polygones R est réguliére, méme apres qu'on a 
plié et déformé P^ de fa9on ä recoller ensemble les c6t^s conjugués et 
a faire de ce polygone une surface fermée. De plus les relations entré 
X, Y, X et g sont d'une nature parficuliére. Ainsi, si par exemple G et 
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g sont tous deux de genre o, le groupe de Téquation algébrique qui lie 
X et iP est une seiile fois transitif. 

Considérons en partieulior un exemplo qui nous sera utile dans la 
suite. Supposons que Ti^- soit un polygonc 

symotrique par rapport ii j^a diagonale ccicc^^.! do telle sorte que ^9, soit 
symétrique de cc^. Je suppose de plus que les cotés syniétriques sont 
conjugués et que tous les sominets sont sur le cercle fondamental et tous 
les angles nuls. Soit X — F{z) une des fonctions fuchsiennes engendrées 
par 7?^ et a laide de laquelle toutes les autres s'expriinent rationnelle-' 
nient. On aura pu choisir F{i) de telle fa^on que cette fonction reste 
reelle sur tout le périmetre de li^ et sur la diagonale 'x^o.nvx- (^f- -^Ww^o/re 
snY Jes fonctimifi fuchsiennes, A c ta Mathematica, T. i, p. 232 et 272.) 
Getf(» fonrtion donnera alors la representation confornie du polygone 

sur un demi-plan. Soit maintenant .i?^ le transfornié de li^ par la 
substitution qui change /^^/Jf+i en otiOti+i. Ce polygone sera syniétrique de 
B^ par rapport a a,ai4.i . Considérons maintenant le polygone P^ = i?^ + ^1 
et regardons conime conjugués deux cotés de ce polygone s^ils sont symc- 
triques par rapport a OLiai^^^. Tous les cyclcs de ce polygone étant 
paraboliques, il engendrera un systcme de fonctions fuchsiennes. Je 
choisirai panni elles une de celles a. Taide desquelles toutes les autres 
s'exprinient rationnellenient et qui de plus restent reelles sur tout le 
périmetre de R^ et de R^ . 

Je Tappellerai x = f{z). Cette fonction donnera la representation 
conforme sur un demi-plan, non plus de i\ comme dans le cas précédent, 
mais du polygone B^ tout entier. 

Pour achever de définir x jo supposerai: 

et j'aurai: 

-T- v x-i-'(«„+,)- 
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Nous pourrons prendre indifféretoment le signe + ou le signe — . 

Poussons la chose plus loin. Soit P^ le polygone symétrique de P^ 
par rapport a un de ses cötés que j'appelle C. Soit ^^ = P^ -f- P^ et 
regardons comme conjugués deux cotés de Q^^ syniétriques par rapport ä 
C. Soit ij une fonction fuchsienne engendrée par Q^ et ä l'aide de laquelle 
toutes les autres s'expriment rationnellement. Je suppose que ?/ soit réel 
le long du périmétre de Q^ et par conséquent le long de C. 

Je pose d^ailleurs: 

d*oii: 






/ / X-Fja,) 
i / V X - f (a.+i 

V /T ftV/, \ 



V (P(cu) — 



- P(«.) 



(F(«,) - F(a.+,) 



/ X-F(a,) _ I F{a,+,) - F{a,) 
V X— F{an+i) V F(«,+,) — F(«,+, 



) 



Cet exemplc montre quelle est la nature des relations qui existent 
entré les fonctiöns fuchsiennes dérivées d'un groupe fuchsien G et celles 
qui dérivent d'un sous-groupe de 6. 

Nous allons maintenant dire quelques möts des groupes distingués 
d'indice fini ou infini. Voioi comment on peut étre conduit k envisager 
de tels groupes. Soit 

une équation linéaire ou les coöfficients ^ soient rationnels en x. Supposons 
que les points singuliers de cette équation soient: 

et de telle fa9on que les racines de Téquation déterminante relative ä a^ 
soient toutes des multiples de -^, Ki étant un entier positif. Si on.ne 
peut trouver aucun nombre entier tel que ces racines soient multiples de 
-^, on fera K^ = cx). 

Åeta matkrmatie; 4. Imprlmé I Février 1884. S7 
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Nous pourrons en vertu des § 8 ii 14, trouver une équation fuchsienne: 

(6) ^ - ip{x)v 

admettant pour points singuliers 

flj , flfj , . . . , a„ 

et de telle fa9on que la diiférence des racines de 1'équation déterminante 

relative ä a^ soit -=-. Cette équation fuchsienne appartiendra a iin type 

fuehsien que j*appelle T. 

Soit z le rapport des integral es; x sera une fonction fuchsienne de z 
et j'appelle G le groupe de cette fonction. Les intégrales 

tv^, W^j W^j ..., Wp 

de Téquation (5) sont des fonctions uniformes de z. Soit S une substitu- 
tion de G, Quand nous appliquerons a z cette substitution, les intégrales 
w deviendront: 

w\y w\y wIj ...y wl 

et il est clair que les w] sont des fonctions linéaires des w^] j'appellerai 
S la substitution linéaire qui fait passer des Wf aux w] et j ecrirai pour 
abréger : 

(7) w(z.S) = [w{z)]I. 

Cette équation exprimera que quand z subit la substitution Ä, les 
w subissent la substitution 1\ 

Les substitutions I formeront un groupe F qui sera isomorphe a G; 
inais cet isomorphisme pourra étre holoédrique ou mériédrique. S'il est 
mériédrique, il y aura une infinité de substitutions: 

du groupe G auxquelles correspondra la substitution unité dans le groupe 
r\ Ces substitutions (8) formeront un sous-groupe ff du groupe G. Je 
dis que ce sous-groupe est distingué. En eflfet soit s une substitution de 
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G ne faisant pas partie de g, et a la substitution correspondante du groupe 
r, Soit S, une substitution de ^; je dis que s~'^S^s fera aussi partie de 
g. En ejftet nous aurons: 

• 

IV {zS^) -^ 'iv{z) 

w{zs) = [;w{z)']a 

wizs-^S.s) = [w{zs-'S,)]tT - [w{zs-'')]a 

iv{z) = w(zs''^s) = [w{zs'~^)](r 

ou eniin 

iv{zs''^S^s) ■■= w{z). 

C. Q. F. D. 

Nous sonimes ainsi conduits a envisager des groupes g distingués et 
a indice fini ou infini et des fonctions iv de z quine sont pas altérées 
par les substitutions de ces sous-groupes. Supposons que réquation (5) 
s'intégre algébriquement, alors le groupe des substitutions 2' est d ordre 
fini; donc g est un sous-groupe d^indice fini. Ainsi la question de Tin- 
tégi^ation algébriquc des équations liuéaires se raméne a celle des sous- 
groupes distingués d^indice fini et de la transformation des fonctions 
fuchsiennes. Nous nous occuperons de tout cela plus tärd. 

Lorsque g est d'indice infini, on peut trouver néanmoins quelque 
chose d'analogue au polygone générateur d'un groupe fuchsien, Soient 
en effet 

une infinité de substitutions de Cr, choisies dö telle sorte que si 



(10) i> 0*1 , ^2, ^3, . . ., ö] 



p j • • • 



sont les substitutions correspondantes de F, le tableau (10) contienne 
chacune des substitutions de F et ne la contienne qu'une fois. 
Soient maintenant 
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les polygoiies analogued a B^ et correspondant aux diverses substitutious 
du tableau (9). L'ensemble de ces polygones formera unc region Q^ qui 
sera une sorte de polygone géiicrateur du groupe g. 

Si en particulier Téquation (5) est du 2** ordre et que nous appelions 
t le rapport des intégrales, t sera une fonction uniforine de /, inaltérée 
par les substitutions de g. Supposons mainteiiant que (5) appartienne 
au type T et que x soit une fonction kleinéenne de t n'existant que 
dans un de ces domaines D dont la limite n'e8t pas une courbe analytique 
et dont il a été question dans le Mémoire sur les groupes kleinéens. 
Alors le groupe g se réduira ä la substitution unité et t ne pourra 
prendre qu'une fois et une seule chacune des valeurs intérieures ä D. 
La relation entré t ot z nous donne alors la representation conforme de 
D sur un cercle. 

J'arrive au point le plus important. eJe suppose que (5) soit une 
équation fuchsienne appartenant ä un type T' et que le type T soit 
subordonné a T\ Alors x est fonction fuchsienne de t. Il arrive alors 
que t est fonction uniforine de z inaltérée par g. Elle peut prendre 
toutes les valeurs intérieures au cercle fondamental et n*en peut prendre 
d'autres. Elle ne peut prendre d^ailleurs chacune d^elles qu'une seule fois 
ä Tintérieur de Q^, mais elle peut prendre chacune d^elles une iniinité 
de fois a Tintérieur du cercle fondamental. 

Il reste a examiner ce qui se passé quand les coöfficients ^ de 
Téquation (5) au lieu d'étre rationnels en Xy sont rationnels en x et y» 
ces deux variables étant liées par la relation: 

(i i) 0{xy y) = o. 

Je vais considérer une équation (6) 

(6) ^ = Hoi>)v 

ox\ ip est rationnel en x et qui admet pour points singuliers non seule- 
ment ceux de Téquation (5) mais encore ceux de Téquation (11), c'est ä 

dire les valeurs de x pour lesquelles j- = o. Si h est un point singulier 

de cette espéce et si dans le voisinage de ce point singulier X valeurs de 
y se permutent entré elles de la mauiére bien connue, la dififérence des 
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racines de lequation déterminante de (6) devra étre -^, K étant un 

multiple de X. Reinarquoiis bien ce qui suit pour éviter toutc confusion; 
a chaque valeur de x correspondent plusieurs points de la surfacc de 
RiEMANN (ii). Si Tun de ces points est un point singulier de (5), en 
general il n'en sera pas de niéme des autres, et cependant tous ces points 
analytiques sont alors des points singuliers de (6); car iffix) est rationnel 
en X et indépendant de y et par conséquent, il ny a pas lieu de s'in- 
quiéter de savoir a quel feuillet de la surface de Riemann, appartient le 
point analytique correspondant. 

Cela pose, soit G le groupe de Téquation (6), z le rapport des inté- 
grales, x sera une fonction fuchsienne de z\ y sera une fonction unifornie 
de Zf mais ellé ne restera pas inaltérée par toutes les substitutions de G. 
Si j'appelle g' le groupe formé par toutes les substitutions de G qui 
n'alterent pas ?/, ce groupe sera un sous-groupe d'indice fini de G\ mais 
il ne sera pas distingué en general, (A moins que le groupe de Téqua- 
tion algébrique (11) ne soit une seule fois transitif.) 

Si au contraire je considére a la fois les m valeurs de y qu'on peut 
tirer de Téquation (11) en la supposant de degré m en y, et si j'appelle 
g" le groupe formé par les substitutions de G qui n'altérent aucune de 
ces m valeurs, g" sera un sous-groupe distingué. 

- Appelons enfin g ' le groupe formé par les substitutions de G qui 
n'altérent pas les • intégrales de Téquation (5), ce sera un sous-groupe 
d'ordre fini de G et de g*. Considére comme sous-groupe de G^ il ne 
sera pas distingué; comme sous-groupe de y, il sera distingué. 

Nous pourrons regarder le groupe g' comme engendré par un poly- 
gone fo formé par la réunion de m polygones transformés de JR^; le 
groupe g sera engendré par une region ^^formée par la réunion d'une 
infinité de polygones transformés de PJ. Quant a g'\ il sera engendré 
par un polygone PJ' formé par la réunion de o) polygones transformés 
de B^y (O étant Tordre du groupe de Téquation algébrique (il). Si ce 
dernier groupe est une seule fois transitif, w = m et g' et g" ne différent 
pas Tun de Tautre. 
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% 17. Troisleme problétne. Typen Hymétriq^ieH. 

(Jn a vu HU § lo avcc quelle facilité on déinontre que tout typo 
fuchsien symétrique contient une équation fuchsiennc; nous allons faire 
voir maintenaiit coiniiient on peut calculer, avcc uiic approximation in- 
délinie, Ics coöflicicnts de cette équation. 

Considérons un type symétrique Ti 

(O j^. --- H^'-)-^' 

« 

^(.r) étant rationnel en .r, tous Ics points singuliers de cette équation sont 
réels et toutes les équations déterminantes ont une racine doublc. Soient: 

les points singuliers réels en question. Au lieu de supposer que ces 
points singuliers sont réels, nous supposerons qu ils sont tous situés sur 
le cercle de centrc o et de rayon i. Il est aisé en efFet de passcr d'un 
cas ä Tautre par un changement linéaire de la variable x. Il s'agit de 
déterminer les coöfficients restes arbitraires dans Téquation (i) de telle 
fa9on que cette équation soit fuchsiennc. SupiK)sons fc.probléme résolu. 
Soit z le rapport des intégralcs. La variable x sera une fonction fuchsiennc 
ÅQ z et le polygone génératcur ii^ de cette fonction sera symétrique et 
aura tous ses sommets sur le cercle fondamcntal. Il sera partagé par 
une de ses diagonales en deux polygones s}'métriques ro et ri . Je suppose 
que le centre du cercle fondamental soit intérieur a r^ et j'appelle h un 

certain point que je suppose réd et intérieur également ä r^. La fonction: 

• 

x = f{z) 

sera une des fonctions fuchsicnnes a laidc desquellcs toutes les autres 
8'expriment rationnellement. J'achéverai de la définir par les conditions 
suivantes : 

mod X == I , quand z est situé sur le périmétre de )\ 

X — ^ o, pour z ^= o 

argx = o, pour z = b. 
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La fonction x = f(z) nous donne alors la representation conforme du 
polygone r^ sur le cercle de centre o et de rayon i. Cela pose, soient 
iJ^, R^j ... les divers transfomiés de R^ par le groupe engendré par ce 
polygone. Ces polygones rempliront tout le cercle fondamental et chacun 
d'eux sera subdivisé en deux parties symétriques r^ et rj, r, et rj, etc. 
Considérons un certain nombre de polygones }\ et ri dont Tensemble 
forme un seul tout simplement connexe. Soit P^ le polygone formé pas 
cet ensemble. Considérons la fonction 

qui donne la representation conforme de F^ sur le cercle de centre o et 
rayon i. Pour achever de définir y, je suppose: 

d{o) = o, argö(ft) = o. 

Cette fonction d{z) sera une fonction fuchsienne dont le groupe g sera im 
sous-groupe du groupe G de la fonction f{z). Il résulte de la que x est 
une fonction f[y) rationnelle en ?/. Il est d'ailleur8 facile (et nous 
reviendrons sur ce point un peu plus loin) de trouver* les coéfficients de 
la fonction f (j^), quand on connait les points singuliers a et la situation 
relative des différents polygones r< et r^ dont Tensemble constitue P^. 
Or les quantités a nous sont données et nous pouvons disposer arbitraire- 
ment de la situation relative des polygones r< et r^. Les coöfficients de 
la fonction rationnelle ^[y) peuvent donc étre regardés comme connus. 

Nous pourrons toujours, a la condition de prendre un assez grand 
nombre de polygones r^ et ri, choisir ces polygones de telle sorte que le 
cercle de centre o et de rayon p soit tout entier intérieur a P^, et cela 
quelque grand que soit p pourvu, bien entendu, que ce rayon reste 
inférieur a i. On aura alors rinéoratité suFvante: 

-, , mod z 
mod z < mcxl y < . . 

On pourra donc cboisir un rayon p suffisamnient voisin de i et par 
conséquent un polygone I\ suffisamment grand pour que la différence 
entré mod^' et mod;/ soit aussi petite que Ton veut. En d'autres termes 
qunnd p tend vers Vunité on a 

lim mod y = mod^. 
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Mais ce n'est pas tout. Soit: 



u = locrmod-, 



v = arg 



V 



Snpposons quo z soit un eertain point tel que: 

mod z < p^ < P < I 

p^ étant une quantité positive convcnablement choisie. 
Nous aurons a Tintérieur du cercle de rayon p 

o<u < log-. 
On en oonolut qu'a Tintorieur du oercle de rayon p^j on a 



Mais: 





du 


4 log (i) 


du 
dyj 






1' '^) 




du 


dv du dv 


d^ 


~~"^ 


dr^' dr^ 




dr 



On en conclut que jr et y- tendent nnifonmmetit vers o quand p 
tend vers i. Or pour z = 6, on a r = o; on peut donc écrire: 



-./IS 



rfe + %^drj 



d'oii l'on conclut: 



lim t; = o, 



pour lim/) = i 



et 



lim (w + iv) = o 



liin-^ = I, 



Wmy — a 
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Je vais maintenant démontrer que pour une valeiir quelconque de 
Zj la limite de la fonction rationnelle ip{z) (qui irest autre que ^(y) oii 
y est reinplacé par z) est précisement la fonction fuchsienne f{z). Nous 
avons 

y = e{z). 

Posons de méme 

Je dis que 

Y\mz^ = z. 

En effet lorsque z est a Tintérieur du cercle de centre o et de rayon 
/>j , nous avons: 

log(i)VIi 



mod-;^ >'i 



2 



J'appelle pour abréger K le second membre de cette inégalité. Or 
nous avons: 

mod z < mod y 

et par conséquent 

mod z^ < mod z < p^. 

Il vient donc 

Or 

lim \y — z\ = o donc lim \z — z^\ = o . 

Nous avons d'ailleurs: 

Mais f(z) est une fonction continue et comme la différence z — z^ tend 
vers o, nous aurotis: 

\\mf{z,)^f{z) 

ou 

Y\m^{z) = f{z).. 

C. Q. F. D. 

Ada mathematirit. 4. Imprlim.^ 8 Fcvrler 1884. ^ 38 
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On démontrerait de möme qiie la lirnito de la dérivée n^ de if{z) 
est la dérivée w® de f[z). 

Il 8'agit de profiter de ce qui précéde pour calculer les coöfficients 
restes arbitraires dans Téquation (i). Soit p le nombre de ces coöfficients 
que nous appellerons pour abréger les coöfficients c. Soient v^ et'!;^ 
deux intégrales de Tcquation (i) définie comme il suit: 

dv. 
pour o: = o, t^j = o, -p- = i 

pour x = o, i\ -= I, "^ = ^• 

Le rapport — est alors une fonction de x parfaiternent définie. Cal- 
culons dans le développeuient de cette fonction les coöfficients de 

/r^ /r^ /r^ rP^^ 

•C/ j »4/ A ^J A • • • • «4/ • 

Ces p + 2 coöfficients s'exprirneront rationnellenient en fonctions des 
coöfficients c et des pipints singuliers a. Ma is nons aurons 



(2) 



V, flZ 



v^ z + r 



a et j' étant deux constantes que nous ne connaissons pas encore. Nous 
avons dans Tidentité (2) une relation entré x — f{z) et jSf. On peut en 
tirer les /) + 2 premiers coöfficients du développement de f{£) suivant les 
puissances de z en fonctions rationnelles de a, de j-, des c et des a. On 
peut donc avoir réciproquement les c, a et ;- en fonctions rationnelles des 
a et des p + 2 premiers coöfficients du développement de f{z). Or les a 
nous sont donnés, les coöfficients du développement de f{z) peuvent aussi 
étre regardés comme connus puisque ce sont les limites des coöfficients 
du développement de f>{z); les coöfficientsT c peuvent donc aussi étre 
calculés avec une approximation indéfinie. 

On peut se proposer, au lieu de calculer les coöfficients de Téquation 
(i), de trouver directement le groupe de cette équation. Voici comment 
on peut opérer. 
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Supposoiis que x décrive dans le seiis positif un contour ferinéautour 
du point singulier a^; z se changera en ^ . \IS ^^ substitution 



5, -^ (,, ^ii+4) 



étant parabolique; en méme temps y se changera en y^. Si la valeur 

initiale do z est o, sa valeur finale sera: ^ = X^\ si la valeur initiale de 

y est o, sa valeur finale 8'appellera /i^. La connaissance de A, suffit pour 
déterininer la substitution 6'^; mais quand on connait la fonction ration- 
nelle ^{y) la détermination de /i, n'est qu'une question d'algébre. On a 
d'ailleurs : 

Ai = lim/i^. 

On dctenninera ainsi toutes les substitutions Si et par conscquent le 
groupe G. Il y a d'autre part entré les A, une relation algébrique qui 
facilitera le calcul. 

Il reste maintenant ä entrer plus profondérnent dans la question et 
a voir commcnt on ])eut effectivement calculer les coöfficients de la fonc- 
tion rationnelle f?(^). Le calcul dépend naturellement du choix des 
polygones i\ et ri dont Tensemble constitue P^, Mais ce choix est lui- 
méme a peu pres arbitraire et nous soinmes forcés pour fixer les idées, 
de choisir certains exemples particuliers. Il est bien entendu que ce ne 
sont la que des exemples, et nous ne voulons pas dire que le choix que 
nous allons faire soit le mcilleur et le plus simplo. Il est niéme probable 
que rexpérience et la pratique conduiront ii faire un choix différent. 

Soient Äj , a^ , . . . , a. les soinrnets de r^ correspondant respectivement 
aux points singuliers a^ , a^ , . . . , a„. Considérons le polygöne F\ formé 
de r^ et du polygonc synictrique de i\ par rapport a Tun de ses cötcs, 
a «!«„ par exemple. Appelons y^ la fonction y qui est engendrée par ce 
polygöne PJ, et z^ une fonction liée a y^ par une relation linéaire con- 
venablement choisie et dont nous déterininerons plus tärd les coöfficients. 
Nous aurons alors: 



^-v^. 



A,z, + Ii, 
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Considérons mainteiiant un polygone Pl formé de PJ et du polygone 
symétrique de PJ par rapport a un de ses cötés que j'appelle C. J'appelle 
y^ et z^ des fonctions qui sont a P^ ce que y^ et z^ sont a PJ et j-appelle 
b et c les valeurs de z^ aux extrémités du coté C Nous aurons alors: 

^ — i A«~^ „ _ -^»^* + ^» 

On operera sur PJ coinme on a opéré sur PJ et ainsi de suite ad inf. 
On calculera ainsi successivement les valeurs de 

Pour passer de Zi a y^, il faut connaitre les coöfficients de la relation 
linéairc : 

_ AjZj + Bi 

y^ - CiZi + A • 

On déterminera ces coöfficients de tellc fa9on que y^ s'annullc avec .r, ait 
son modula egal a i en mcme temps que .r, et soit réel pour une certaine 
valeur reelle de x. 

Il reste encore quclquc chose d'arbitraire dans le mode de generation 
des polygones PJ, PJ, ... Pour former PJ a Taide de PJ~S on annexe 
il CO polygone son symétrique par rapport a un de ses cotés C; comment 
choisir ce cöté C? Il conviendra de choisir celui des cotés de PJ~^ dont 
on suppose que la longueur géométrique doit étrc la plus grande, 

Je repcte que je n'ai voulu donner ici qu un exemple et que mon 
intention n'est pas de reconnnandcr ce mode de generation des polygones 
P^ de préférence a tout autre. Je crbis au contrairc qujl serait plus 
avantagcux de s'arranger de fa^on que le groupe de la fonction fuchsienne 
6{z) soit toujours un sous-groupe distingué de G. 

Dirigé de la sorte, le calcul des coöfficients c de Téquation (i) nie 
laisserait pas d'étre assez long si Ton voulait pousser Fapproximation trés- 
loin. Mais on peut pour la plupart des applications se contenter d'unc 
approximation grossiére. En effet si les coöfficients c, au lieu d'avoir 
exactement les valeurs qui conviendraient a Téquation fuchsienne, sont 
seulement suffisamment voisins de ces valeurs, la variable x n'est plus 
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fonction fuchsieiine du rapport z des intégrales, inais elle en est encore 
fonction kleinéenne, ce qui suffit dans presque tous les cas. 

Voici comment ce que Ton vient de voir peut s'appliquer au cas des 
types non^ symétriques. Soit : 

(3) -^ = ^(^, y)^ (4) 0{x, y) = o 

une équation appartenant a un type T. Ce type contient une équation 
fuchsienne et, si j'appelle t le rapport des intégrales de cette équa- 
tion fuchsienne, les variables x et y seront des fonctions fuchsiennes de t. 
Mais nous ne nous proposons pas pour le moment de trouver les coöfficients 
de cette équation fuchsienne elle-méme; nous voulons seulement trouver 
une équation fuchsienne dans un type T' subordonné a T. Pour cela soit: 

(5) «1> «3J •••7 «« 

le tableau des points jiiingulicrs de Téquation (3) et de ceux de la rela- 
tion (4). Nous avons vu au § 11 qu'il existe toujours une équation 
fuchsienne 

(6) '^^ = n-> 

ou F(x) est rationnel et qui admet pour points singuliers non seulement 
les n quantités données (5), mais encore k autres quantités non données 
ftj, ftj, . . ., bt. De plus toutes les équations déterminantes ont une 
racine double. 

Or, si Ton se reporte a ce qui a été dit dans ce § 11, on verra 
que nous avons formé cette équation (6) a Taide d'une autre équation 
fuchsienne dont tous les points singuliers étiiient réels et qui, par consé- 
quent, appartenait ä un type symétrique. D'ailleurs nous venons de voir 
que les coöfficients d'une équation fuchsienne contenue dans un type 
symétrique donné peuvent étre regardés comme connus. Il en sera donc 
de méme de ceux de Téquation (6). 

Cela pose, soit z le rapport des intégrales de (6); x sera une fonc- 
tion fuchsienne de Zj ayant pour groupe G. D'ailleurs y sera une fonction 
uniforme de z. Si g' est le groupe des substitutions de G qui n'altérent 
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pas y (ef. § préccdent), y sera uiie fonction fuchsienne de z ayant pour 
groupe g'\ le groupe g' engendrera alors une équation fuchsienne qui ne 
sera autrc que: 

(6) j-^ = F{x)v avec la relation (4) 0{x, y) ^ o. 

Cctte nouvelle équation fuchsienne (que je regarde comine diffcrente 
de Téquation (6) non accompagnce de la relation (4)) fera partie d'un 
type T' subordonnc ä T et nous avons vu que ses coöfficients sont connus. 
Le probléme que nous nous proposions est donc résolu. 



. 8 18. Trolstéme 2^^*ohléme; cas géfiéraL 

Reprenons les équations (3), (4) et (6) du § précédent. Appelons 
Eq' le polygone genera teur de G, P^ celui de y\ Le groupe g forinc des 
substitutions de g' qui n'altérent pas les intcgrales de Téquation (3) est 
un sous-groupc distinguc de g'. Il est parfaiteinent déterininé et il est 
engendrc par une region Q^ qui joue le röle de polygone gcnérateur, 
inais qui a une infinité de cötcs. Ces cötcs sont conjugucs deux a deux 
de telle fa9on qu un eoté soit le transformé de son conjuguc par une des 
substitutions du groupe g. Deux points appartenant a ces deux cötés 
conjugués seront dits correspondants lorsque Tun d'eux Sera le transformé 
de Tautre par cette substitution. 

Maintenant il s'a«]^it de déterrniner les coöfficients restes arbitraires 
dans Téquation (3) de telle fa9on que cette équation soit fuchsienne. Soit 
t le rapport des intégrales de Téquation (3) supposée fuchsienne et z le 
rapport des intégrales de 1'équation (6) ; il s\igH de déterrniner t en fonc- 
tion de z, 

Je suppose pour déterrniner complctement /, quil s'annulle en niénie 
temps que z. Alors t sera une fonction uniforme de z, inaltérée par les 
substitutions de g et de telle sorte que 

mod t < i. 

En outre t pourra prendre toutes les valeurs dont le module est inférieurä i. 
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Ceci étant pose, je dis que Ton a Tidentité suivante 
(7) log mod T = 7 log mod ^*^ . ^^ 

Dans cette identité, les substitutions \z. — — r-^j sont les substitutions de 

g et le signe E se rapporte a toutes les substitutions de ce groupe. Cela 
pose) considérons une infinitxi de cercles 

n n n 

1 ' 3 ' • • • > ^« > • • • 

ayant tous pour centre le point o et dont les rayons iij , li^ , . . . , 12„ , ... 
vont en croissant avec n et tendent vers i quand n croit indéfiniment. 
Parmi les termes de la serie (7), il y en aura un certain nombre 'p 
qui deviendront infinis a rintérieur du cercle (7„, J'appelle leur somme 
d^. Il s'agit de* démontrer que 

\\\\\d^ = log mod- pour w = co. 

Je remarque de plus que log mod-, le terme general de la serie 

{7) logmod— — -— ^^ et pär conséquent ff„ sont cssentiellement réeh et 

posUifs. 
Soit 

^ = $ + irj] 

soit u^ une fonciion reelle de f et de oy qui a Tintcrieur de C\ satisfasse 
a Téquation: 

/ov d*u , dht 

qui soit nulle le long de la circonférence de ce cercle, et qui enfin soit 
telle que la différence 

log mod - ' — w- 
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soit holomorphe a Tintérieur de oe ineme cercle. Nous aurons les 
inégalités : 



o < w„ < log mod j 



et de plus 

Wn < w„ + i 

et on en conciut que i/„ est constÄinment croissant avec n et constamment 

inférienr a log mod y, ce qui veut dire que pour n = co, w^ tend vers 

une limite finie que j'appellc u. 

J'ai inséré dans un des derniers Bulletins de la Societe Mathé- 
matique de France (Paris, Gauthier-Villars 1883) un petit travail 
intitulé ^Sur un théoréme de la théorie gémrale des fonctions* dans lequel 
je démontre que si y est une fonction quelconque non iiniforme de .r, on 
peut toujours trouver une variable z tcUe que x et y söient des fonctions 
uniformes de z. On n'a qu'a repeter ici la suite des raisonnements que 
j*ai faits dans ce travail pour voir que u est une fonction analytique de 
f et de ly et qu on peut trouver une seconde fonction v de f et de tj 
telle que u + iv soit une fonction analytique monogéne de z, On aura 
dailleurs Tinégalité: 



logmod j>^ w. 



Il s'agit de faire voir que c'est le signe = quMl faut prendre et non le 
signe de Tinégalité > . Pour cela, étudions de plus pres la fonction w. 
Je dis que cette fonction n'est pas altérée par les substitutions de g. En 
effet soit: 



S=(z 



' -P +0) 



Tune de ces substitutions et posons: 



<w-''.(^)- 



Il y a une autre maniére de définir la fonction w(,. En effet soit 6'J, le 
cercle transformé de (\ par la substitution inverse de Ä La fonction 
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w|, satisfera corame w„ ä J'équation (8); elle sera nulle le long de C^ et 
la différence: 

logmodi-< 

sera holomorphe a 1'intérieur de ce cercle. 

Noifs aurons donc une infinité de cercles: 

C' /"T' /nr/ 

1 ) V-/2 j • • M ^n 9 • • • , 

et une infinité de fonctions 

ongondrées a Taide de ces cercles comme les w< le sont a Taide des cercles 
C\. Nous aurons d'ailleurs 



'•-^w-K^) 



pour w = CO 



Cela pose quelque grand que soit /?, on pourra trouver un cercle 
Cj, tout entier extérieur a ^ •„ et un cercle C\ tout entier extérieur a C^. 
On aura alors: 

Mais pour w — co, on a p ^= q = cc. Donc: 



donc : 



et enfin 



limw^ = limw^ ^ u 



Wm u'j,{z) = u{z) 



. . /fJiZ+ /i\ 



c. Q. F. D. 



On en conclut 



v [^ — ^) = v(z) + const, 



Considérons inaintonant la fonction: 

V = loff mod — — f( 

^ t 

Åcta mathematica. 4. Imprimé 9 Ft-vrier 18M. ;i9 
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dans le plan des t et posons: 

La fonction V sera une fonction uniforme de t. En effet quand /, apres 
avoir décrit un contour quelconque, rcvient {\ sa valeur initiale, z est 
revenu a sa valeur initiale ou bien a subi une des substitutions du groupe 
g. Dans Tun et Tautre oas la fonction u et par conséquent V n'ont pas 
été altérées. 

D'ailleurs V satisfait a Téquation 

Considérons dans le plan des t le cercle: 

^ + 7? = />'' 

p étant une constante plus petite que i. 

La fonction V sera liolofnorphe(^) a rintérieur de ce cercle; d^ailleurs 
elle sera le long de la circmférmce de ce cercle toujours comprise entré o 

et log-. Donc en vertu d'une propriété bien connue de Téquation (8'), 

r 

on aura ä Vintérieur de ce méme cercle: 

. = = ö/> 

Mais p peut étre choisi aussi voisin que Ton veut de Tunité; il faut 
donc que lon ait: 

F-o 



ou 

loP" mod 



log mod j = u. 



C. Q. F. D. 



(*) Eo effet il ne pourrait y avoir doute k ce sujet que pour certain^ points isoli^s 
qui correspoDdent k des sommets de H^ situés sur le cercle fbndamcDtal. Mais on sait 
que si une fouction V est holomorphe k TintiSrieur duo cercle, sauf en certaios points 
isolés pour lesquels on ne sait rien, si elle satisfait h 1 équation (8'), si cnfin elle ost 
uniforme et qu^ellc reste comprise entré deux limites données, cctte fonction reste holo- 
morphe méme pour les points isolés en question. 
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Mais d autre part nous avons les inégalités suivantes faciles a dé- 
montrer 

log mod 7 > Ö„ > t^„ . 
Or pour n = CO , lim w„ = log mod - , on a donc aussi 



lim 0^ = log mod -- . 



Ce qui démontre Tidentité 

(?) log mod i = V log mod ^^^ . v 

qui donne t en fonction de z. 

Ainsi en supposant Texistencc de Tcquation fuchsienne (3) et par 
consequent de la fonction t, nous avons démontre que la serie (7) est 

convergente et qije la somme de cette' serie est prccisément log mod— . 

Réciproquement, en supposant la convergence de la serie (7), on pourrait 
démontrer que la somme de cett<5 serie définit le logarithme du module 
du rapport des intégrales d'une équation fuchsienne appartenant au type 
T. On démontrerait par conséquent que ce type contient une équation 
fuchsienne. Mais cette demonstration serait fort longue et serait d'ailleurs 
inutile. 

On pourrait toutefois en faire un usage sur lequel je voudrais dire 
quelques möts. Soit T" un type tel que T soit suhordonné ä T"; T' 
qui est suhordonné a T, sera suhordonné a T". Supposons que Ton sache 
que T" contient une équation fuchsienne; soit (3') cette équation et t^ 
le rapport de ses intégrales. Soit g^ le groupe des substitutions de G 
qui n'altérent pas Z^; ff sera un sousgroupe de ^, . Nous aurons d^aprés 
ce qui prccéde: 

(7') log mod 7- ™ / log mod -^ — -V 

', ^ . -j) étant la substitution générale du groupe ff^. Mais la serie 

c iZ "7" (t{/ 

(7) peut sohtenir en supprimant ccrtains termes de la serie (7'). EUe 
est donc convergente et par conséquent le type T contient une équation 
fuchsienne. 
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Ainsi tout type subordoiiné ii un autro typc qui contient une équa- 
tiori fuchsienne contient liii-meine une equation fuchsienne. Ce principe 
dispenserait dans un tres grand nornbrc de cas de rapi)lication de la 
méthode de.continuite. 



§ 19. Itrflexions sur la vonvcv{fenc€ de Ut »frie prévédente. 

Voici comment on pourrait chercher a déinontrer directenient la 
convcrgence de la serie (7) du § préccdent. 

Au § I du Mémoire sur les fonctions fuchsiemics nous avons dcinontrc 
la convertjence de la serie suivante: 

rinoci(r... + .;.r 

oii (j, — ^) est la substitution génerale d'un groui)e fuchsien G. En 

revanche, toujours dans le cas d'un groupe fuchsien, la serie 

(9) ^ inod {y,z + d)' 



k— 2 



n est pas convergente. Mais elle peut Tétre quand il slagit non plus d'un 
groupe fuchsien, mais d'un sous-groupe dMndice infini contenu dans un 
groupe fuchsien, par exeniple du groupe g dont nous nous occupons ici. 
Je dis que si la serie (9) est convergente, il en est de nienie de la 
serie (7). En effet soit: 

/>, -= mod — ^ 



nous aurons 



et: 



mod fr,. + <;,)- = -:L^^ 



mod i^jZ + Oj)"' pi — I Pi + 1 

I ~ log/>i I — mod^^' 



Quand i croit indétiniment pi tend vers Tunitc et on a: 

,. mod (yjZ + Oj)-'^ ^ 



,1 I — mod' z ' 
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Aiiisi le rapport d'iin terme de (9) au terine correspondant de (7) tend 
vers une limite finie, quand Tordre du terme considéré croit indéfiniment. 

Donc les deux series sont coiivergentes ou divergentes en meine temps. 

Cela pose, soit z un point quelconque intérieur a Q^ . Considérons 
un cercle C dont la S soit: 

(10) ll (ö^/^ + e-^/^ _ 2) 

• 

et qui contienne a son intérieur le point z\ soit F{R) la S de la partie 
de ce cercle qui est intérieure a Q^ . Soit maintenant f{R) la plus petite 
valeur que puisse prendre F{R) quand on fait varier le cercle C, sa S 
restant toujours constante, et le point z restant toujours a Tintérieur de 
C. Alors f{R) sera une fonction continuc de R, croissant constamnient et 
indéfiniment avec R, 

Soit iV le nombre des points — ^ qui sont intérieurs au cercle 

qui a pour centre le point o et dont la S est précisément égale a Tex- 
pression (10). Nous aurons: 

^^<i7T«)^'" + ''"-')• 

Soient maintenant jRj , i?^, ..., jB„, ... une serie de valeurs de i2, 
positives et d^ailleurs croissant constannnent et indéfiniment avec n. Soit 
K„ le cercle qui a pour centre le point o et dont le R est i?„. Soit 
V^ la somme de tous les termes de la serie (9) qui correspondent a des 

points — -^ extérieurs a K^. et intérieurs- a K^ . 

La serie (9) pourra étre remplacée par la serie 

(ii) . C^, +. C^, + ... + f^«+ ... 

ou nous aurons 



e 



2Ä_ . — 2Ä 



I — 2Ä , « _2(Ä — Ä ,) 



U^ < K ;r= --^ < K 

/(B,)(e-*- + e-'"'- + 2) /(B,) 

K et K' étant deux constantes conveiiablement choisies. 

Les series (7) , (9) et (11) seront donc convergcntes si Ton peut 
choisir les i?, de telle fa9on que la serie: 
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soit convergeiitc. Or c est ce qui a lien si riiitograle: 
/ \ r dR 

<'3) . Jm 

a 

a une valeur finie. 

Telle est donc la coiidition suffisante de la convergence de la serie 
(7). Il faudrait donc cherchcr a dcmoiitrer que Tintégrale (13) est finie, 
ce qui pourra se faire en étudiant la fornic de la region Q^. 

Lorsqu'on Taura fait, cette demonstration dispensera dans tous les 
oas de Tapplication de la méthode de continuité. 

§ 20. liésufné. 

Dans ce ménioire, apres avoir niontre a calculer les paraniétres du 
groupe d'une équation lincaire donnee, jai exposé quelques propriétés de 
ces paramétres considérés connue fonctions des coöfficients de cette équa- 
tion, ou inversement de ces coefficients regardés coinine fonctions des 
paraniétres du groupe. 

J'ai abordé ensuite un autre probléme. Considérons une équation 
de la forme suivante: 

(O d^ = 9^{^y y> (2) 0{:x, y) - o 

oii ^ et ^ sont rationnels en x et //. Je suppose que la relation (2) est 
donnée ainsi que les points singuliers de Téquation (i) et Téquation 
déterminante relative a chacun d'eux, mais que tous les autres coöfficients 
de i'équation (i) restent arbitraires. Je suppose de plus que la différence 
des racines de chaque équation déterminante est nulle ou est une partie 
aliquote de Tunité. J'appelle z le rapport des integral es et je considére 
X comme fonction de z. 

rFai montré qu*on pcut disposer (Cune maniére et (Vune seule de ces 
coöfficients restes arbitraires de telle fa^on que x soit fonction fuchsienne 
de Zj n'existant quä Tintérieur d'un ccrcle et j'ai fait voir comment il 
fallait diriger le calcul des coöfficients. 

On peut "disposer de ces mémes coöfficients ef une infinité de maniéres 
de telle fa9on que x soit fonction kleinéenne de z nexistant pas dans tout 
le plan. Enfin on peut encore disposer de ces coöfficients d^une maniére 
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et d'une seule, de telle sorte que x soit fonction fuchsienne ou kleinéenne 
de Zj existant dans toute Vétendue du plan. Ce dernier point n'a pas été 
démontré; il faudrait pour le faire appliquer la méthode de continuité. 
Considérons niaintenant une équation linéaire quelconque: 

les ^ et ö étant rationnels en x et y. Soient Vj , v^ , . . . , v^ les intégrales 
de cette équation. On peut trouver une variable z de telle fa9on que z 
soit le rapport des intégrales d'une équation du second ordre a coéffieients 
rationnels en x et y, et que Vj, t;^, . . ., v^ ainsi que x ety soient des 
fonctions unifornies de z. Il peut arriver d'ailleurs que ' x, considéré 
eomme fonction de Zj soit ou une fonction rationnelle, ou une fonction 
doublement périodiquc, ou une fonction fuchsienne n'existant qu'ä Tintérieur 
d'un cercle, ou une fonction kleinéenne n^existint pas dans tout le plan, 
ou enfin une fonction fuchsienne ou kleinéenne existant dans tout le 
plan. Nous Inisserons de c6té ce dernier cas. 

Alors, ce dernier cas étant laissé de coté, on pourra choisir cette 
variable z d^une iniinité de nianiéres en satisfaisant a toutes les conditions 
énoncées plus haut. J'appelle z^, z^j ..., z^, ... les dififérentes variables 
z obtenues de la sorte. Mais panni toutes ces variables,. on peut en 
choisir une et une seule que j^appelle z^ et qui est plus simple que toutes 
les autres. En general x sera fonction fuchsienne de z^ (n'existant qu'a 
rintérieur d'un cercle) mais dans certains cas particuliers, elle pourra en 
étre fonction rationnelle ou doublement périodique. Dans tous les cas z^ 
sera fonction uniforme des autres variables z^, . , . , z^y . . . ce qui explique 
pourquoi Xy y et les v qui sont uniform es en z^ sont aussi uniformes en 

Ainsi nous pouvons exprimer les intégrales d'une équation linéaire a 
coöfiicients algébriques par des fonctions uniformes d'une variable z. 

Il reste a étudier les propriétés de ces fonctions uniformes et a les 
développer en series. Cest ce que jc ferai dans le prochain mémoire 
qui sera le dernier de cette serie. 

Paris, 2o Octobre 1883. 
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Correctioiis et additions aux trois inéinoires antéri(Mir?!. (^) 

TIIÉORIE DES GROUPP]S FUCIISIKNS. 

P. 54 1. 14 et 15, au lieu de: Ics substitutions S^ , S^, Sj., S^ sV'criront, lire: les 

substitutions S,, >S'7\ S^\ S'^^ s éeriront. 
P. 54 1. 18, au lieu de: la combinaison des quatre substitutions S^, 8^^^ S^ , >S, , lire: 

la combinaisoD des quatre substitutions S., \ S5, Ä^, *S\. 
P. 56 1. 15, de méme au lieu de S,, S^^ 8^^ S^ , lire: Sä*, S^, 8^^ 8^. 
P. 56 1. 17, mettre le signe — devant le second membrc de Tégalité (4). 



MKMOIRE SUR LES FONCTTONS FUCHSTENNES. 

P. 229 1. 6, apres ces möts: le genre de la relation (i), intcrcalcr ce qui suit: est precise 
luent ce que jai appelé dans le Mémoire en qucstion, lo genro du groupc ö. Si 
donc ]o groupe G est de genre o, il en sera J(* nieme do la relation (1) ... 

P. 229 1. 17, au lieu de: 

lire: 

d^x dx /d*x 



2 -^ — 3 



/ax 
\d^ 



dz* dz \dz 



MEMOTRE SUR LES OROUPES KLETNEENS. 

P. 61 1. 20, au lieu de: 

8\='8 'S\s 

lire: 

8\ = S \S\8. 

V, 77 1. 22, mettre le signe — devant le second membre de la relation. 
P. 85 derniöre ligne, au lieu de: cest le signe +, lire: c est le signe - 
P. 86 1. 3, mettre le signe — devant le second membre do la relation. 



C) Dnuä 1(> n II II) t' I o lime dos li^^ucH, j\il coinpti' Ich foriniiles poiir des lii^urs, iiiais je n'ai pas roiiijitL' 
les titrvs de ))ani^r»|)lie.s. 



SUR LES FONCTIONS DE TROIS VARIABLES 

REELLES 

SATISFAISANT A UÉQUATION DIFFÉRENTIELLE JF = o 

PAR 

P. APPELL 

å PARIS. 



Nolis nous occupons dans ce mémoire des fonctions les plus simples 
de trois variables reelles x, y, z satisfaisant si lequation diffcrentielle 

r 

en considérant .r, y, ^ comme les coordonnées rectilignes rectangulaires 
d'un point de Tespace. Dans la thcorie des fonctions d'iinc variable 
imaginaire, les fonctions qui se présentent tout d'abord sont celles qui 
sönt uniformes et ne possédent que des points singuliers isölés. Il nous 
a paru int^ressant d'étudier de mémc les fonctions satisfaisant a Téquation 
JF = o qui ne cessent d'étre finies et continues qu'en certains points isolés 
les uns .des autres. 

La premiére partie de ce travail a pour objet Tétude générale de 
ces fonctions: elle contient une extension du théoréme de M. Mittag- 
Leffler et plusieurs applications du théoréme de Green parmi Icsquelles 
se trouvent des développements en serie propres ä représenter une fonction 
F uniforme et admettant des dérivées en tous les points d'un volume 
limité par des portions de surfaces sphériques. 

Dans la deuxiénie partie nous étudions en particulier les fonctions 
F{x^ y\ z) satisfaisant a Téq nation JF = o et admettant troi?^ groupes 

.Aeta mathematira, 4. Imprimé 'i'i Janvier 1884. 40 
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de périodes conjuguées {a, bj c*), (a', &', c'), («'', b'% c") c'est k dire 
vérifiant les trois équations 

F{x + a , y + b , z + c) = F(.r, y, ^) 
//(^ + a' , y + i', ^ + r') = F{x, y, ^) 

i^X^ + a", y + ft", ^ + c") = i^(^, Vy ^). 

Ces fonctions qui reprennent les memes valeurs aux points homologues 
d*un réseau de parallélépipédes possédent des proprictés semblables ä celles 
de la partie reelle d'une fonction doublement périodique d'une variable 
imaginaire. ' Nous. avoiis laissé de c6té, pour le moment, Tétude des 
fonctions F(x, y, ^) a un ou deux groupes de périodes conjuguées, étude 
qui pourrait se faire par les mémes méthodes. 

Quelques-uns des resultats contenus dans ce mémoire ont été indiqués 
dans une Note présentée a TAcadémie des sciences de Paris le 5 Février 
1883. 



JPreniiere partie. 

Ii Soit n un éntior positif; désignons avcc MM. Thomson et Tait,(^) 
par Vn(Xy y, z) \e polynome le plus general homogéne et du dcgrc n en 
Xy y, z satisfaisant a Téquation 

dans Vexpression de ce polynome cntrent linéairement 2n + i constantes 
arbitraircs: ainsi 

Vi{Xj y, z) = X^x + X^y + X^z 



(*)^ Voir: Handhuch der iheoretischen Physik von Thomsox und Taff; deutschc 
UebersctzuDg vod Helmholtz und Werthelv; erster Baud, erster Theil, p. 156 et 
suivantes. 
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avec troiö coiistautes A^, A.^, Ag , 

y,{^y Vy ^) = K C^' — ^') + K (y' — ^') + Ky^ + K^.^ + ^ö^y 



avec cinq constantes; et ainsi de suite. Lorsquc difFérentes fonctions F„ 
avec des constantes diflFérentes se présenteront dans un calcul, nous les 
distinguerons les unes des autres ))ar un indice supérieur. Par exemple 
yi^^(:^y Vj ^) sera X^^^^x + Af/^?/ + X^i^z avec dautres constantes X^^\ )^\ ;4'>; 
et de méme pour F„ en general. 

Si Von substitue aux coordonnées rectiligncs rectangulaires Xj y, Zy 
les coordonnécs polaires dans Tespace ä Ta ide des formules de transfor- 
mation : 

(i) X = r cos Oy y = r sin O cos jr , z = r sin O sin jr 

la fonction F„(j?, y, z) devient* 

V^{r cos dj r sin O cos <p , r sin ö sin jr) = /^'F^ (Ö, j?), 



F„ désignant une fonction de Laplace. 

L'on sait (^) que si une fonction ¥{x^ y, z) satisfait a Téquation 
JF = o, la fonction 

;^(r" r" ?)' (*■ = + v'*' + !/" + «'). 

y satisfait cgalement. En appliquant cc thcorénie a la fonction F„(.r, //, ^), 
nous voyons que la fonction 



^^(^^ ^^ ^)=;:i^^n(^, y, ^) 



satisfait a Téquation JF=o; cette fonction qui est homogéne du degré 
— (fi + i) en Xy y^ z est désignée dans Touvrage déja citc de MM. 
Thomson et Tait par 

C) Voir Journal de Liouville, T. 12, p. 256 — 264: Exiraits de lettres adressécs 
k M. LioiTvnxE par M. W. Thomson. Voir aussi Handhuch der Kugelfunktionen von E. 
Heine, zweitc Auflage, zweiter Band, p. 251 et suivantes. 
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Lon n, par cxcinple. 



v , 


_io 








'^ —1 


r 








K., 


A, a; 


+ ^,.V 


+ ''•» 


0m 

ti/ 




r» 







• • • • \^\ A.' • • 

on demontre Q que la fonction F_(„^,) est une combinaison linéaire lio- 
mogéne a coefficients constants des dcrives partielies d'ordre n de - j ainsi, 

par cxeinple, 

I I I 

a- a- a- 

^ * a» ^ ay ^ a^r 

Nous avons ainsi une suitc de Ibnctions V^(.t', y/, ^?) définies pour toutes 
les valeurs entiéres positives ou negatives de Tindicc v. La fonction V^ 
est une constants et la fonction V^ est homogéne et du degré v en Xy y, z. 
Ces fonctions jouent dans la présente théorie le meine röle que la partie 

reelle de Texpression 

(a + ht){x + y'Cf 

dans la théorie des fonctions d'une variable iniaginaire. 
2. Series entiéres. (^) Soit une serie de la forine 

(2) Fo + F, + F, + . . . + V,,{x, y, ^) + .,. + .. . 

ordonnée suivant les fonctions F a indices positifs; les constantes arbi- 
traires qui figurent dans V„(Xy y, z) sont supposées avoir des valeurs 
nuinériques déterniinées. Il est facile de voir qu'une pareille serie est 
convergente en tous les points situés a Tintérieur d'une certaine sphcre 
ayant pour centre Torigine des coordonnées et qui sera appelée sphére 
de convergence. Si nous rempla^ons les coordonnées rectilignes par des 



(*) Thomson ot Tatf, Theoretmhe Physik, p. 162. 

C) Les remarques que nous faisons relativemeDt aux series (2) s^dtendent å toute 
serie ordonnée suivant des polynOmcs homogénes en a;, y, j9. II peut se faire, bien en- 
tendu, que la serie convcrgc en certains points situés en dchors de la sphöre de convergence. 
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coordonnoes polaircs dans respace a l'aide des fonnules (i) la serie (2) 
prend la forine 



WbOO 



(2') 5:»-rxö, f). 

Désignoris par A^ la plus graiide valeur absolue que puisse prendre Y^ 

qiiaiid varie entré o et ;r, f? entré o et 2;r, et considérons la serie a 
terines positifs 



ysOO 



(3) Z AX; 



v = 



cette derniére serie (3) est convergente pour toutes les valeurs de r 
inférieures ä un nouibre dcterminc i2; il en est de mcnie a fortiori des 
series (2) et (2') dont les termes sont en valeur absolue au plus cgaux 
a ceux de la serie (3). Donc la serie (2) est convergente en tous les 
points situés a Tintérieur d'une sphére de rayon R. 

Soit s un nombre positif plus petit que Tunité et a un nombre 
positif aussi petit que Ton veut; Ton peut assigner un nombre positif 
entier m tel que, pour toutes les valeurs de ic, y, ^ vérifiant Tinégalité 



i^'' 



lon ait(') 



ys: ao 



SK(ir, y, 2) 



V=H 



< a, si w >^ m. 



Pour le montrer suivons la méthode indiquée par M. Weierstrass; Q 
désignons par £„ un nombre positif plus petit que i mais plus grand 
que. s; la serie (3) est convergente pour r = Rsq\ soit g un nombre au 
inoins egal ä la somme de cette serie 



VbOO 



on aura évidcmraent 

■ I - _ - _ - _ - 

(^) La notation | a \ empruntée k M. Weierstrass signific valeur absolue de a, 
C) Monatsbericht der Akadcxnie der Wissenschaften lu Berlin, Gesammt- 
sitzung vom 5 August 1 880, p. 7 IG. 
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r 
Maintenant, pour toutes les valeurs de a-, y, z telles que 77^ -> oii a 

Z K(a;, .y, z) < Z iZ-e"^, < ^£ (i)'. 



fl 



Or la derniére somme est cgale a ^("~) 5 ^^ suffira donc de dctcr- 



^0 



miner vi par la condition 






C. Q. F. I). 

On conclut facilement de cettc proposition que la séric (2) dcfinit 
dans Vintérieur de la sphére de convergence une fonction F{jjCj //, 2) 
uniforme, continue, admettant des dérivces partielles de tous les ordres 
et satisfaisant a Téquation JF = o. Il suffit pour le voir dcmployer 
les mémes raisonnements que pour les series entiéres dans la thcorie des 
fonctions d'une variable imaginaire. (^) 

On verra de méme qu'une serie de la forme 

Vo+r^i+V_,+ ... + F_,(a;, y^ z)+ ... 

ordonnée par rapport aux fonctions V a indices négatifs est convergente 
en tous les points situés a Textérieur d'une sphere ayant pour ccntre 
Torigine, et définit en ces points une fonction uniforme, continue, admet- 
tant des dérivées partielles et satisfaisant ä Téquation JF = o. 
Enfin une double serie de la forme 

+00 

T r,{x, y, z) 



— ao 



dciinira une fonction jouissant des mémes propriétés dans Tespace compris 
entré deux spheres concentriques ayant pour centre Torigine. 

Bemarque. Si Ton considére des series ordonnées par rapport aux 

(*) Voir par exemple Théorie des fonctions elliptiqnes de MM. Briot et Bouquet, 
Livré II, Chapitro I. 
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fonctions Vy{x — a?', y — y\ z — zf)j les sphéres de convergence ont pour 
centre le point {x'j y\ /), comine on le voit en portant Torigine en ce point 
3. Les réciproques de ces propositions sont bien connues. Ainsi: 
I**) Une fonction F{x^ y> ^) uniforme, continue, admettant des déri- 
vées partielles premiéres et secondes et satisfaisant a Téquation Af* = o 
en tous les points de Tespace situés ä Tintérieur d'une sphére de rayon 
i? et de centre (o;', y\ /) est développable en une serie de la forme 



t=0 



F{x, y, z)= T V,{x — X', y — y', z — z'), 



uniforrnément convergente en tous les points pour lesquels 



/ yjjx -xy + (y -yr + {0 - /)' 
•fi= B ^^' ^^ '• 

2**) Une fonction satisfaisant aux mémes conditions en tous les points 
situés a Textérieur d'une sphére de rayon iJ' et de centre {x\ t/', z')y et 
ayant, pour les valeurs infiniment grandes dcT {x, y, z) une valeur déter- 
ininée -F(co), est développable en une serie de la forme 



Vsa — QO 



F{x, y, z) = F(co) + r V,{x — x',y — y', z—z') 



v — 1 



uniforrnément convergente en tous les points pour lesquels 

^'<s', e'<i. 

3°) Une fonction satisfaisant aux mémes conditions dans Tcspace 
compris entré deux sphéres de rayons E et B', iJ > iJ', et de mémo centre 
(^'> y\ ^)j Gst développable en une serie de la forme 

F[x, y, z)=- Z V,{x — x', y — y[, z — zT) 



yc=> — QO 



uniforrnément convergente en tous les points pour lesquels on a, a la fois, 

r' R' . 
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La demonstration de ecs théoréines repose sur le théoréme de Green. 
Uon peut calculer les coefficients des fonctions V^ qui figurent dans ces 
développements quand on connalt la fonction F{xy y, z) sur les sphéres 
limites. (Voir, par exemple, Heine, Handbuch der Kugdfunctionen^ zweite 
Auflage, zweiter Band, p. 54 n*" 3,) 

Ces théorémes seront d'ailleurs généralisés plus loin (§ 7 et suivants). 
Il est clair que Ton peut supposer, dans le 3*"* oas, le rayon R de la 
sphére intérieure infiniment petit, ou le rayon R de la sphcre extérieure 
infiniment grand. 

4. Toutes les fonctions F{Xj y, z) dont il est question dans la 
suite satisfont a Téquation AF = o en tous . les points ou elles sont dé- 
finies. Etant donné un point P de coordonnées (a, ft, c) nous appellerons 
domaine d du point P Tintérieur d'une sphére de centre P et de rayon <?; 
les points appartenant au domaine J du point P sont les points dont les 
coordonnées vérifient Tinégalité 



V\aj-a)' + (y-fe)« + (ir— c)* < d. 



Une fonction F{x^ y, ^) est dite réguliére au point Pia^ i, c) si lon peut 
assigner un nombre positif d tel que, dans le domaine d du point P, la 
fonction F soit développable en une serie convergento de la formo 



y»0 



F{x, y, z) = Z r,{x — a, y — b,z — c). 



Une fonction F{Xy y, z) est dite réguliére au point 00 si Ton peut 
assigner un nombre positif R tel que la fonction soit développable en 
une serie de la forme 



ys — 00 



F{r., y, z) = Z V,{x, y, z) = V, + V_, + . , . + V_, + ... 



v=0 



en tous les points situés a Textérieur d'une sphére de centre o et de 
rayon R. 

Théoréme I. Une fonction uniforme rég^iHére en tous les points de 
Vespace (y compris le point co) est une constante. (Théoréme démontré 
par M. PiCARi), Comptes-rendus des séances de TAcadémie des 
Sciences de Paris T. XC, p. 601.) 



Sur les Ponctions de trois variables satisfaisant k 1 équation différentielle JF = O. 321 

5. Points singidiers d'une fonction uniforme. Considérons maintenant 
une fonction F{Xy y, z) uniforme dans tout Tespace et réguliére en tous 
les points de Tespace excepté en certains points qui seront appelés points 
singuliers. Soit P un de ces points ayant pour coordonnées (a, &, c), 
nous dirons que ce point est un p61e de degré n de la fonction F s'il 
existe une fonction ^ de la forme 

(4) y{x — a,y — h,z — c)= V__^{x — a, y — hyZ — c) 

+ V_^{x — a,y — hjZ — c)+... + V_^{x — a, y — h, z — c) 

telle que la différence 

F{Xj y, z) — fix — a, y — h, z — c) 

soit réguliére au point P. Gette fonction jp sera appelée partie principale 
de la fonction F relative au p61e P; le premier terme de jr est de la 
forme 



F_i(ir — a, y — h, z—c) = 



+ \j{x — ay + {y — hy + (z — c) 



i > 



le coefficient X sera appelé le résidu relatif au pole P. 

Si au contraire il n'existe pas de fonction ^ de la forme (4) telle 
que F — jp soit réguliére au point P, ce point P sera un point singulier 
essentiel. Deux cas peuvent alors se presenter. 

1°) Ou bien un domaine quelconque d du point P renferme d^autres 
points singuliers que P quelque petit que soit d; 

2^) ou bien Ton peut assigner un nombre d tel que, dans le do- 
maine (? du point P, il n'y ait plus d'autre point singulier que P. Nous 
dirons alors que P est un point singulier essentiel isolé. Décrivons de P 
comme centre avec un rayon ff < d une sphére; la fonction F remplira 
les conditions du théoréme du § 3 dans Tespace compris entré les deux 
sphéres concentriques de rayons ^ et e?' et Ton aura, dans cet espace, 



yB-{.ao v = — OD 



(5) F= T V,{x — a, y — h, z — c)+ Z V,{x — a, y — b, z — c); 
comme Ton peut supposer ff infiniment petit, le développement précédent 

Actm mathematiea. 4. Imprimé 33 Janvier 1884. 41 
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est valablc dans tout le domaine d du point P excepté au point P lui- 
méme. Posons 



|/B OO 



(6) G{(c, y, ^ I a, ft, c) = Z V,(;x — a, y — b, z — c\ 



»/=— 1 



la serie du second membre étarit la seconde serie du développement (5). 

Comme cette seconde serie est convergente dans le domaine d du point 

P, elle Test a fortiori en dehors de ce domaine; par conséquent Téqua- 

tion (6) définit une fonction G réguliére en tous les points de Tespace 

excepté au point P; et, d'aprés Téquation (5) la dififérence JP — G est 

rcgiiliére au point P. Ainsi, si le point P est un point singulier essentiel 

isolé, il existe une fonction G de la forme (6) telle que la dififérence 

F — G soit réguliére au point P. Cette fonction G sera encore appelée 

la partie principale relative au point singulier essentiel isolé P, et le 

coefficient de 

I 

+ VCa' - «) ' + (y — «^) " + (-8^ - 0^ 

dans le premier terme F_i de G sera le résidu relatif å, ce point. 

Dans ce qui précéde nous avons supposé le point P a distance iinie. 
Supposons maintenant que la fonction F ne soit pas réguliére a Tinfini; 
alors le point co sera un point singulier. Nous dirons que le point cx) est 
un p61e de degré n de la fonction F^ sil existe une fonction W de la 
forme 

(7) n\x, y, z) = V,{x, y, z) + V^{x, t/, ^) + . . . + V,{Xy y, z) 

telle que la dififérence F — ¥ soit réguliére au point co. S'il n'existe pas 
de fonction '/' possédant cette propriété, le point co sera un point singulier 
essentiel et deux cäs pourront se presenter. 

I**) Si Ton décrit une sphére de Torigine comme centre avec un 
rayon jB, il y a toujours des points singuliers hors de cette sphére quel- 
que grand que soit R. 

2**) L'on peut assigner un rayon B tel qu'en dehors de la sphére 
de rayon B il n'y ait plus d'autre point singulier que le point co; ce 
point sera alors un point essentiel isolé. Décrivons une autre sphére ayant 
également pour centre Torigine et ayant un rayon B' > B aussi grand 
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qu'on le veut. La fonction F satisfait aux conditions du théorénde du 
§ 3 dans Tespace compris entré les deux sphéres B et iJ' et Ton aura 
dans cet espace 



Vas QO Vsa 00 



(8) F = Z, V,{x, y, z) + r V,{x, y, z)-, 



yss— 1 v-0 



la seconde serie qui procéde suivant les V^ ä indices positifs est conver- 
gente dans Tintérieur de la sphére de rayon B! quelque grand que soit 
JR'; si donc on pose 

(9) ö=(a;, y, z) = Z K(a;, y, z) 

cette équation définit une fonction uniforme dans tout Tespace ayant un 
seul point singulier a savoir le point co; et, d^aprés la relation (8), la 
différence F — G est réguliére ä Tinfini. Cette fonction G sera appelée 
la partie principale de F relativement au point singulier essentiel isolé 00 . 
Bemargue. L'on pourrait ramener letude d'une fonction dans le 
voisinage du point co a Tétude d*une autre fonction dans le voisinage de 
Torigine par la méthode des rayons vecteurs réciproques. En effet con- 
sidérons une fonction F{Xy y, z) et posons 

_ »' —V' _ ^' 



r= + y/z* + y' + z\ f = + ^x'' + y" + /% 

rr' = i; 
la fonction 



i^.(^',y', ^0=^^(7.' ^.'7,) 



satisfait ä Téquation 



a*jF d*F d*F 



et quand le point (Xy y, z) est a Tinfini le point {x'j y', zf) est a Torigine. 
Nous n^avons pas suivi cette méthode parce qu'il 'peut arriver que la 
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fonction F{,ty ij^ z) soit rcguliére a Tinfini tandis que -P'j(:c', y', /) adrnette 
pour pole du premier degré Torigine. Ainsi la fonction 



F{^; y, i)=^+B 



est réguliére a Tinfini et 



F^{x', y', z') = A+^. 



a pour pole lorigine. 

Thé(yréme IL Une fonction qui ria dUautres points singuliers que des 
pöles est égale ä une somme de fonctions (p télles que la fonction (4) aug- 
mentée d'une fonction W (7) et d'une constante. (Une telle fonction n ayant 
que des poles est analogue ä la partie reelle d'une fonction rationnelle 
d'une variable imaginaire.) 

Remarquons d'abord que, si une fonction F{Xy y, z) n'a que des 
p61es, le nombrc de ces poles est nccessairement limité. En effet, la 
fonction est rcguliére au point co ou admet ce point pour pöle: dans les 
deux cas on pourra décrire de Torigine comme centre une sphére S de 
rayon assez grand pour qu'il n'y ait plus a distance finie aucun pöle ä 
Vextérieur de cette sphére. Si donc il y avait une infinité de poles, il y 
en aiirait une infinité dans Tintérieur de cette sphére S\ inais alors il 
faudrait qu'il existåt dans Vintcrieur de S au inoins un point P tel que, 
dans tout domaine d de ce point, il y eiit une infinité de p61es quelque 
petit que soit c?, et ce point P serait un point singulier essentiel; ce 
qui est contre Thypothése. 

Soient alors Pj , P2 , . . . , P^ les pöles en nombre fini v ayant pour 
coordonnées respectives (aj, ft^, cj, . . '. , (a^,, &^, c^y et 

<Pk = V]l\{x — atyy — b„z — Ct) + ...+ V^X{x — a„ y — h,,z — c,) 

la partie principale de F' relative au pöle P^. (L'indice supérieur (A;) 
dont sont afifectées les fonctions V signifie que les constantes arbitraircs 
qui figurent dans ces fonctions ont des valeurs particuliéres relatives au 
pöle P,,) Soit de méme 

'/'■= F,(x, y, z) + F,(a;, y, z) + ...+ V„{x, y, z) 



Sur Ics fonctions de trois variables satisfaisant k réquation différeuticlle JF = O. 325 

la partie principale de F relative au point co, partie principale qui peut 
étre nuUe si la fonctioji F est réguliére a Tinfini. Alors, d'aprés la de- 
finition méme des pöles, la diflférence 



sera une fonction uniforme réguliére en tous les points de Tespace e'est 
a diré une constante C en vertu du théoréme I. On a donc 

i^ = f^i + f^2 + . . . + Fv + iP + C; 

ce qui démontre le théoréme II. 

Théoréme HL La fonction F la • plus générale possédant n points 
singuliers est la somme de n fonctions ne possédant chacune qu'un seul point 
singulier. 

Supposons, pour plus de généralité, que les n points singuliers 
Pj, P2, .;.,P^ de coordonnées (a,, éj, Cj), (a-j, b^, C2)>--->K> Ky ^n) 
soient des points essentiels, ce seront des points singuliers essentiels isolés. 
Désignons par 



v= — 00 



G,{x, y, z I Oi, ftt> Ct) = Y. F<*Xa; — o*, y — h, e — Ct) 



y= — 1 



la partie principale de la fonction F relative au point P^ . Comme nous 
Tavons déja dit, cette fonction G^ est réguliére en tous les points de 
Tespace excepté au seul point P^. Si nous prenons la diflférence 



k=^n 



F—TG,{Xy ij, z I a,, J„ c,), 



cette diflférence sera une fonction partout réguliére c*est a dire une con- 
stante: donc 

V=C"^-i.G,{x,y, z\a„ h„ c,); 



it«l 



ce qui démontre le théoréme. 
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Si Tun des points singuliers, par exemple (a„, 6„, c,), est a Tinfini 
il faut remplacer la fonction correspondante 

Oni^y y, ^ I ö«, Ky C„)j 

par une fonction entiore G{xy y, z) de la forme (9) réguliére en tous 
les points a distance finie. 

Théoréfne IV. (Extension du théoréme de M. Mittag-Leffler,) 

Soient 

-PvK> Ky <^y) (v=I,2, ...,00) 

des points en nombre infini situés ä distance finie tous différents les uns des 
autres.et tels qu^en posant 



n == + \lai + 6? + c 
Von ait 

lim r„ = CO. 



v=>ao 



Soient données d'autre part une suite indéfinie de fonctions 



^\y faj • • • > Fy> 



• • 



satisfaisant ä I équation åtp = o, la fonction ip^ étant uniforme et réguliére 

en tous les points de Vespace excepté au point Py{a^, 6^, c^ qui est un påle 

de degré n^ de cette fonction. {^) 

L'on peut alors former une fonctum F{x, y, z) ayant un point singulier 

essentiel ä Vinfini et admettant pour poles les points Py de télle fa^on que la 

différence 

F—ip. 

soit réguliére au point P^. 

Nous démontrerons ce théoréme en employant la méthode donnée 
par M. Weierstrass pour le théoréme de M. Mittag-Leffler. 

Prenons une quantité positive £ < i et une suite indéfinie de quan- 
tités positives 

£lJ W2J • • • > ^yy • • • 



(*) Ccs fonctions fy sont donc de la forme (4). 
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ayant une somme finie; faisons de plus, comme précédemment, 



r = + ^x* + y' + z\ 

Si parmi les points P^ se trouve Torigine; si par exemple poiir v = v' 

a^. = b^' = C/ = o, 
nous poserons 

Supposons maintenant r^ > o; alors la fonction uniforme (p^ est réguliére 
en tous les points de Tespace satisfaisant a la condition 

elle est donc en tous ces points développable en une serie convergente 
de la forme 



(lo) ^, = Z n\x, y, z) 



m=0 



ou 1'indice {y) dont sont affeetées les fonctions V^ sert ä indiquer que ce 
sont les fonctions provenant du développement de ^^. 

Puisque cette serie (lo) est convergente en tous les points pour 
lesquels r < r^, on peut d'aprcs les théorémes rappelés dans le § 3, 
assigner un entler positif m^ tel que, pour toutes les valeurs de rr, y, z 
satisfaisant ä l'inégalité 

(") ■ ^<-^ 

la valeur absolue de la somme 

2: n\x, y, z) 
soit moindre que e^. . Posons alors 



fii=my — 1 



F^{x, y, z) = <p,— Z Vl\x, y, z), 



m=0 

on aura 



I FÅ^> Vy ^)\< ^. 
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80US la condition (i i). On en conclut que la série 



v— 00 



(12) 



F,{r, y, z) = rF,(.T, »/, z) 



v=l 



est convergente en tous les points de Tespace excepté aux points P^ et 
définit une fonction satisfaisant aux conditions de Ténoncé. 

En effet, soit ^(a;', y', zf) un point ne coKncidant avec aucun des 
points P^ et d un nombre positif assez petit pour que dans le domaine 
d du point P il n'y ait aucun point P/, Ton pourra alors, en désignant 
par a lin nombre donné a Tavance aussi petit que Ton veut, déterminer 
un nombre entier /i tel que si 



on ait 



Ty = 



V^fl 



\K{^J Vj ^)|<^v 



pour tous les points du domaine d de P et de plus 



VaVO 






ya 00 



TF,{x, y, z) 



y-/t 



< a. 



La serie (12) est donc uniformément convergente en tous les points du 
domaine (? de P; on en conclut immcdiatcment qu'elle définit une fonc- 
tion F{Xf y, z) réguliére au point P. 

Soit maintenant P^ un des points P^ et d' \xn nombre tel que, dans 
le domaine d du point P^, il n'y ait pas d'autre point P/, alors d'aprés 
ce qui précéde on a, dans ce domaine dy 

ou P'(rr, y, z) désigne une fonction réguliére au point P^\ et d^aprés la 
forme de Fi{Xy y, z) on voit que la différence 

Fip^y Vy Z) — n 



est réguliére au point Px* 
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La fonction F détinie par la serie (12) satisfait donc bien aux con- 
ditions de Ténoncé. La fonction la plus générale sntisfaisant a ces con- 
ditions est 

F(x, :v, z) + G{;x, y, ^), 

G étant une fonction entiére de la fornie (9). 

Théoréme de Gkp:kn. Soient U et V deux fonctions quelconques de 
Xj ijj z finies continues et. adrnettant des dérivées premieres et seconde^s 
en tous les points situés dans Tintérieiir d'unc surface fennée S et sur 
cette surface elle-merae; on a Téquation 



a 



o\x la premiére intégrale est étendue a tout le volume limité par la 
surface Sy la deuxiénie a toute la surface S; le symbole da désigne un 

dV 

element de la surface S9 — la dérivée de V prise suivant la portion de 

dU 

normale extérieure ä S. et — la dérivce de U suivant cette meme nor- 

^ du 

male. En appelant a, /9, y les cosinus directeurs de la portion de normale 
a la surface S dirigée vers Textérieur du volume limité par S^ on a 



dU dU , .dU , dU 

— = CK. — + ii r i' — 

dn dr ' ^1/ ' dz 



Théoréme V. Si une fonction F{.r., //, z) sntisfaisant a Véquation 
AF = o est uniforme dans VinténeHr d'une surface S et régidiere en tous 
les points situés dans Vintérieur de cette surface et sur la surface, YintégraJe 
double 

^^dV 



II 



dn 



s 



étendue å toute la surface S est nulle, 
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Pour le voir, il suffit de fairo dans Téquation générale (13) 



F = I , U= F 



et par suite 



JF=o, JU = o. — - = o; 

dn 



Ton obtient iinrnédiatement réqiiation 



fj 



dF , 

-— (((T =-- O. 
dn 



Théoréme VI. Si une fonction F{x, y, z) satis faisant ä Véquation 
AF = o admet un point P pour pöle ow pour point singulier essentiel 
isolé, Vintégrale douhle 



(■*' i 



— d 
dn 



étendue ä la surface d^une sphére ayant pour centre P ef ne contenant pas 
d'autre pbint singulier que P est égale au résidu de F rélafif au point 
P multiplié par — 4;r. 

Soient (a, é, c) les coordonnées du point P et S une sphéfe^de 
centre P et de rayon p dans Tintérieur et sur la surface de laquelle il 
n'y ait pas d'autres points singuliers que P; on a pour tous les points 
du domaine p du point P 



v«=+co 



(15) F{x, y, s)-= r F,(.-r — c, y — h,z — c). 



V= 00 



Sur la sphére S 

X — a = p cos d 

y — 6 = /> sin Ö cos ^ 

z — c = /) sin ö sin ip 

o ^ ö ^ ;r, o ^fp ^ 2r. 
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Portaiit ces valeurs dans le développement (15), ce développement prend 
la forme 

par suite puisque la normale a 8 est le rayon 



ycs Q» )/■■ 00 



(• 5') '^ = 37 = S 'p'"' ^>(^' ^) - It 'p'""'' ^- (^' ^)- 

af 
Portons ce développement de — dans Tintégrale double (14) en rem- 

pla9ant da par sa valeur 

/?* sin dddd(f^y 

et rappelons-iious que Ton a 

JdyjY,{dy <p) sin edd = o 

o o 

tant que u est différent de zéro, Y^ désignant une fonction quelconque de 
Laplace. Nous voyons alors que dans Tintégrale (14) tons les termes 
du développement (15') qui contiennent des fonctions Y^ avec un indice 
différent de zéro disparaissent, et il reste 

Mais Y^^\d, (p) est une constante qui n^est autre chose que le résidu de 
F relatif au point P; on a donc 

((^-^da = — r<*> ff sm 0d0d^ = — Y'^\ 4;r; 

ce qui déinontre le théoréme. 

Théoréme VI L Soit F{Xy y, z) une fonction vérifiant Véquation 
JF = o uniforme dans Vintérieur d'une surface S et réguliére en tous les 
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poinis sihiés dans Vintérieur de S et mr S excepté en p poinfs intérieurs 
I\j I\, . . . , Pj,; Vintégrale douhle 



fj 



— da 

dn 



étendue a la surface S est égale å la somme des résidus relatifs mix points 
singidiers Pi, I\, . . . j I), multipliée par — 4-. 

Entourons chaque point P^ d'une sphere 5^ située ä Tintérieur de S 
nyant pour centre le point P^ et un rayon assez petit pour qu^ellc ne 
rencontre aucune des autres sphéres S^ ayant pour centres les autres 
points P,. Si nous considérons le volume V situé k Vintérieur de S et 
a Textérieur des sphcres S^, ^S^, . . . , N^,, la fonction F. est réguliére en 
tous les points de ce volume et, d'aprés le théoreme V, Tintégrale double 



1 



dn 



étendue a la surface limitant ce volume c*est a dire aux surfaces 

« 

(16) Sj Sly ^2, . . . , Sj, 

est égale »a zéro. Or cette intégrale double est la somme de (/? + i) 
intégrales étendues respectivement aux surfaces (16); on a donc 



S Sk 



liis indices dont sont affectées les intégrales indiquant les surfaces aux- 
quelles elles sont létendues. Mais d'aprcs le théoreme précédent VI, on a 

(18) Jy^da==4^B,, 

Sk 

Rj^ étant le résidu relatif au point P^; cette intégrale (18) est ici égale 

9 A' 
ä + 4^^^*? ^"'^^} dans cette intcgnile, la dérivée — est prise vers Tex- 
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térieur du volurne F, c*est a dire vers Vintérleur de la sphére S,,. L'on 
a donc enfin, d'aprés Téquation (17), 



// 



^—da = — 47^{B, + R, + . . . + Rj); 



a 



ce qui déraontre la proposition. 

6. Application. Soit une fonction F{x, y, z) uniforine dans tout 
Tespace ayant a distance finie p points singuliers P^j F^j . . . , F^ de résidus 
respectifs i?i, iij» • • • > ^/»J pour des valeurs suffisaminent grandes de 



r = \x' + y' + £1^ 

cette fonction est développable en une double serie de la fonne 



VS3 -1-00 



(19) F-= T K{x,y,z) 



y = — oo 



oii la fonction F_,(a:, y, z) est égale a - , i? étant une constante. L'on 
a alors la relation 

(20) . i? = i?i + jB^ + . . . + Rj,. 

En eflfet décrivons de Torigine o comrae centre une sphére Ä avec 
un rayon p assez grand pour que tous les points Pj, F^j . . . , F^ soient 
a Tintérieur de cette sphére. D'aprés le théoréme précédent, on a 

(21) Jj^^'^'' ^ ~ ^""^^^ +ii2 + . . . + Rr)' 



8 



Mais si Ton décrit une sphére S' de centre o passant par celui des points 
Ft qui est le plus éloigné de o, la fonction F sera, a rextériAir de cette 
sphére 5', représentée par la serie (19); ce développement (19) conviendra 
donc en tous les points de la sphére S qui est extérieure ä S' par hypo- 
thése. Or, sur la sphére S, on a 
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X = p cos Oy y = /j sin ff cos jr , z = p sin O sin jr 

da = p^ sin ddOdy 



</ = -4- X) v -3 oo 

Z /,X(<?, jr) + r 

v=0 v=l 



(19') . F= Tp^YXO, <f) + i:p-'Yl\{0, f); 



(lans ce développement (19') la fonction Yl^\$y jr) est égale précisément 
ä Ii. On a (le plus sur cette sphére S 



V-- QC V= 00 



Portiint ce développement dans Tintcgrale (21) nous verrons conime pré- 
cédemment (Théoréme VI) que cette intégrale se réduit ä 

— \7:Y'^\d, <f) = — AttR. 

Von en conclut la relation (20) qu'il s*agissait de dcmontrer. Cette 
relation est entiereinent serablable ii une relation bien connue qui se 
présente dans la théorie des fonctions d'une variable imaginaire et que 
j'ai dcmontrée précédeniment (Acta Mathem a tica T. i, p. 109, Théo- 
réme I). 

Théoréme VIII. Soit F{xj -y, z) une fonction vérifiant Véquation 
JF = o uniforme dans Vintérieur d'une surface fermée S et régidiére en 
tons les points situés dans Vintérieur de S et sur S; Van a la relation 

oii (a, 6, c) est un point fixe quelconque situé a Vintérieur de S et ou 

(22') r = 



V(^ - ay +{y- by + iz — c)' 



On trouvera, par excmple, la demonstration de cette formule dans le 
Handbuch der Kugelfunctionen de Heine, zweite Auflage, zweiter Band, 
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^ , ^ dT 
p. 93; les dérivées — qui figurent dans la formule de Heink sont prises 

suivant la normale intérieure; on a donc ici 

dT dT dF dF 



j 



dn 3w, dn dn^ 



Voici d^abord une extension intéressante du théoréme précédent. 

Théoréme IX. Si une fonction F[Xj y, z) vérifiant Véquation dF = o 
est uniforme en dehors dhine surface fermée S et est réguliére en tous 
les points situés sur xette surface et en dehors de cette surface y cotnpris le 
point CO, Von a 

(.3) *■(«. ''. <■) - F(oo) ^ ^Jf {ll^- F§) „.. 

s 

Dans cette formule F{co) désigne la valeur que prend la fonction F a 

Tinfini, a^ hy c sont les coordonnées d'un point quelconque extérieur a Sy 

dF dT 
T est défini par la relation (22') et les dérivées — > — sont prises vers 

Vintérieur de S. 

Pour dérnontrer cette formule, remarquons que, la fonction F étant 
réguliére ä Tinfini, on peut assigner un nombre p tel qu'en tous les points 
de Tespace extérieurs a une sphére de' centre o et de rayon />, la fonction 
F soit développable en une serie convergente de la forme 



v = 



(24) F{x, y, z)^T. F_,(:r, y, z), F. - F(<x>). 



Considérons alors une sphére S' de centre o et de rayon p' > p contenant 
dans son intérieur la surface S et le point (a, 6, c); la serie précédente 
(24) sera, d^aprés ce que nous avons vu, uniformément convergente en 
tous les points situés sur cette sphére S\ Appelons V le volume situé 
a rintérieur de cette sphére S' et a Textérieur de la surface donnée aS et 
appliquons.le théoréme VIII, éq. (22) a ce volume. Nousobtenons Téquation 



B' 
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oii la premiere intégrale est étendue a la surface Sj la dcuxiéme a la 
surface de la sphére S\ surfaces qui constituent la limite du volume F; 
Tindice i dont est affeetc n dans la premiere intégrale provient de ce 
que rexterieiir.de V est rintérieur de S. Nous allons évaluer maintenant 
la seconde de ces iiitégrales 



<-) -kffi 



dn 




et montrer qu'elle est égale a F{(x>). 

Sur la surface de la sphero S' on a 

X = p cos ö, y = />' sin O cos ^ , z = p' s\n0 sin jr, 



et d^aprés (24) 



da = p'^ sin d(Wd^^ 



Vt-. 00 



Y,{ff, f) 



(24') n^, y, ^) =-- F{<^) + r -TT 

v=0 P 



>/=» 



La fonction T devient en faisant 



cos y = 



a'' 4. i'^ + r^ ^ r'' 
ax + fcy + c^^ a cos # + fe sin ö cos <p + c sin tf sin (p 



T= ' ^ 



V/> * — 2/>V cos r + r'* /> / 2r' r" 

V p />* 



en développant le coefficient de - suivant les puissances de — qui est 
moindre que Tunité, Ton obtient, d'apres une formule de Legendue 

v=iO r 
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oii P^ est un polynöme de Legendke. Dans ce développement, le 

coefficient de -77^1" 

r^^P, (cosr) 

• 

considéré comrae fonction de <? et ^ est, comme Ton sait, une fonction 
de Laplace que nous désignerons par Yi^\Oy (p) en nous rappelant que 



Alors T 8'écrira 



Y^\e, jp) = p.(co8r) = I. 



v=+» vU) 



(27) T=£ 



Y':\B, f) 



y=0 P 



d'ou 



(»70 k^ = l? = -I("+.)'^"<'-' 



/y+2 



Portons ces développements (24'), (24"), (27) et (27') dans Tintégrale (26). 
Nous voyons d'abord que les termes de la forme 

disparaissent sous le signe ff; quant aux termes en 

leurs coefficients ne sont pas nuls, mais leurs intégrales sont nulles 
d'aprés la formule connue 



// 



Y,{d, ip) Y^\d, ip) sin edddip = 0. v > v 



> ,/ 



Le seul terme qui subsiste apres toutes ces réductions dans Tintégrale 
(26) est 

c'est ä dire F{oo)j puisque Y^^\dj ^) est egal ä Tunité. La formule (23) 
est done démontrée. 

Åeta mathematiem, 4. Imprimé 3S JaoTier 1884. 43 
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7. Nous allons maintenant généraliser les théorémes du § 3 en 
nouö appuyant sur les formules précédentes. Tout d'abord nous considére- 
rons un cas simple qui sera d'une extension facile. 

Imaginons deux sphéres S^ et S^ qui ne sont pas entiérement intii- 
rieures l^une ä Tautre et qui ont pour centres respectifs les points 

soit d'autre part F(Xy y, z) une fonction uniforme dans tout Tespace E 
cxtérieur a la fois aux deux sphéres et réguliére en tous les points de 
cet espace y compris le point co; cette fonction est développable en une 
double serie de la forme 

(28) F{x, y, z) = F{oo) + j:V'y.{x — x,, y — y,, z — z,) 

+ 2: Vllix — x^y y — y^, SS — z,) 

convcrgente en tous les points de Tespace E. 

Considérons la surface fermée S cbnstituée par les portions des deux 
sphéres Sj et S^ qui limitent Tespace E et appliquons a cette surface S 
le théoréme précédent, éq. (23). En désignant par (a, 6, c) un point 
quelconque de Tespace E, nous avons, d^aprés (23), 

F(a, 6, .) = FM +±ff{T'^_-F '^) ä.. 

s 

Partageons Tintégrale double du second membre en deux parties se rap- 
portant respectivement aux portions des deux sphéres S^ et S^ qui limitent 
Vespace E\ nous aurons 

(.8') Fia. h, c) = F(60) + ±jj'(r^- F?^)*, 



' 4^' 
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La premiére de ces intégrales 



5, 



est étendue a la portion de la sphére S^ qui limite Tespace E] si les 
deux sphéres S^ et Ä, ne se rencontrent pas, cette intégrale est étendue 
a toute la surface de S^ ; mais si olles se rencontrent Tintégrale n'est 
étendue qu'ä la partie de la surface de S^ qui est extérieure ä S,. Dans 
rintégrale (29) le point (rr, y, z) est sur la surface de la sphére S^\ en 
appelant p^ le rayon de cette sphére, l'on aura donc 



Pi = yj(x - x,y + (y — y,y + (z- z,y\ 



désignons de méme par r^ la distance du point (a, 6, c) au centre 
(rTj, y^j z^) de la sphére S^ 



r, = v{a - x,y + (6 - y,y + (c - z,y , 



et appelons /-^ Tangle que font entré elles les droites joignant les deux 
pointfi (a, bj c), {x, y, z) au centre (x^j y^, z^): 

^Qg ^ (a; — a?,Xq— ^1) +(y— y»Xfr — y») + (g — ^iX^ — ^i) 

Nous aurons 



T = 



)J(z — a)* + (y — by + (z — c)* v'^* — 2r,pi cos ^i + />! 



et comme sur la surface S^ 






on peut développer T en une serie uniformément convergente 



VsB-|-00 v 

T= V-7n^v(cosr.) 
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oii P^ est un polynome de Legendre. Quand le point (xj y, z) se déplace 
sur la normale ä la sphére S^^ cos^-j et r^ restent constants; dolic 



ar ar 



= -r '^^.(cos rO; 



Ton' a, par suite de ces développements de T et — 



VaOO 



/ X r^*' V^"^ V v-lfn ^^ 1 „Fl Pv(COBr.) 



y-0 



Dans le tenne general de cette derniére serie (30) le facteur 

Pw(C08 ^ ,) 

w + 1 

dépend seul de (a, ft, c); considéré comme fonction de a, t, c ce facteur 
est une fonction 

(3 O F_(,+,)(a — ä:,, J — yp c — z^) 

m 

ayant pour coefficients des fonctions de a;, y, ^. En portant le dévelop- 
pement (30) dans Tintégrale (29), Ton a 

Le tenne general du second membre considéré comrae fonction de a, t, c 
est encore une fonction 

V%^,){a — rrp h — y^ c — z,) 

déduite de la fonction (31) en multipliant cette fonction par le facteur 



^fi-ipZ+>r]ä. 



qui dépend de o;, y, z et non de a, J, c, et effectuant Tintégration, ce 
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qui ii'a d'autre effet que de modifier les coefficients de la fonction (31). 
L'on a donc enfin 

Si 

on trouvera de méme 



St 

en portant ces développements dans la formule (28') nous obtiendrons la 
formule (28) a démontrer, sauf le changement de :r, y, ^ en a, ft, c. 

Kon p'eut faire sur les développements en serie (28) les mémes 
remarques que sur les développements en serie d'une fonction d'une 
variable imaginaire holomorphe ä Textérieur de deux cerclesiQ 

i^ Si les deux sphéres S^ et S^ n'ont aucun point commun, le 
développement (28) n'est possible que d'une maniére; les fonctions 

V^llix — x^,y — y^,z — z^\ V^ll{x — o?,, y — y^, z — z^ 

sont entiérement déterrainées. 

2^ Si les deux sphéres S^ et S^ se coupent ou seuleraent se touchent, 
le développement (28) est possible ^'wna infinité de maniéres; en d'autres 
termes on peut former une infinité de series de la forme (28) ayant pour 
somme zéro. Soit en effet 

une fonction satisfaisant ä Téquation J^ = o uniforme dans lespace situé 
en dehors du solide commun aux deux sphéres et réguliére en tous les 
points de cet espace. Gette fonction f sera a Textérieur de la sphére S^ 
développable en une serie de la fprme 



I» =3 00 



(32) y^{x, y, z) = Yvil{x — x^, y — y^ ^ — ^i); 



v=0 



Q) Voir une note Sur certaina développements en serie de puissances que j'ai publiée 
dans lé Bulletin de la Société Mathématique de France, T. XI, 1883. 
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å Textérieur de S^y cette méme fonction sera développable en une serie 
de lä forme 



v= ao 



(32') f (^5, y, z) = r Fl'i(^ — ^vV — y»» '^ — -äf,); 



v=0 



et Ton a de plus Ff' = F^*' = ^^(oo). La différence deg deux series 
(32) et 32') 



wsoo 



S{x, y, z) = T Fi»>(a; — x^,y — y^,z — ^,) 



val 



VsOO 



Z V^ll{x — x^, y — y,, ^ — z^) 



val 



est une serie convergente en dehors de S^ et Ä, ayan/ jpowr somme zéro. 
On peut donc ajouter cette serie S{xy y, z) Siu développement (28) sans 
que ce développement cesse de représenter F{x, y, z). 

Mais Ton peut préciser Tindétermination du développement (28) et 
montrer que, dans ce développement, les fonctions 

F^{(a; — rr,, y — y„ z — z^, ..,, Fi'i(x — a;,, y — y^, z — z^ 

peuvent étre prises arbitrairement poiir toutes les valeurs de v inférieures 
ä un nonibre déterminée n + i aussi grand que Ton voudra. Pour 
mettre ce fait en évidence désignons en general par 

la serie déduite de S{Xy y, z) en prenant la dérivée — - — - — ;: de chacun 

dx dy dz 

des termes de S(x^ y, z); toutes les series (33) seront de la méme forme 
que la serie S{Xj y, z) et la somme de chacune d'elles sera aussi zéro. 
Nous pouvons de plus supposer que, dans S{Xj y, z), la fonction 

V^2l{x — x,j y — y,\ z — z^) 
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qui est égale a 

(34) 



^(x-x,r + iy — y,y + {z — zy 



ne soit pas identiquement nuUe, c'est ä dire que la constante Ä soit 
dififérente de zéro; par exemple, pour qu'il en soit ainsi, il suffit de prendre 
pour la fonction ^(a?, y^ z) qui a servi a former S{x, y^ z) 

<p{x, y, z) =- 



^(x-ay^{y-^f + {z-ry 



a, ^, y étant les coordonnées d'un point coinmun aux deux sphéres; alors 
A = \. Cela pose nous pouvons, sans changer la sommo de la serie 
(28), liii ajouter le développement 

jL^ dZ dy dZ 

p*q*r 

la sommation étant étendue a toutes les valeurs entiéres positives ou 
nulles des trois nombres jp, qy r sous la condition 

les quantités ^^^ ,. étant des paramétres arbitraires. Mais comme la fonc- 
tion la plus générale 

V_,{x — x,, y — y^j ^ — ^1) 

est composée linéairement avec les dérivées d ordre v — i de la fonction 
(34), Ton pourra déterniiner les paramétres ^^^^ ,. de telle fa9on que, dans 
la npuvelle serie 

S{Xy y, Z) + ^ X, . « ^-7-7 y 



'"'''' 9*''a/a/ 



P»9.r 



les 2v — I coefficients qui figurent dans chacune des fonctions 

V^,{x — x^, y — y^y z — z,) 
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oii v= I, 2, ...,w, prennent des valeurs données d'avance. Ces coef- 
ficients peuvent donc étre pris arbitrairement comme nous Tavons annoncé. 

8. Le théoréme du § 7 peut étre généralisé de la fa9on suivante. 
Soient p sphéres de centres respectifs 

\^'v Vv ^\n v^v y^f ^2)» • ' • > v^pf Vpy ^p) 

telles que deux d^entre elles ne soient pas entiérement intérieures Tune ä 
Tautre; toute fonction F{x^ y, £) vérifiant Téquation JF = o, uniforme 
dans Tespace situé ä Textérieur de toutes les sphéres et réguliére en tous 
les points de cet espace (y compris le point cx)), est développable dans 
eet espace en une serie convergente de la forme 

(35) ^(a^, y, ^) = F{oo) + Z r V<2l(:t — x„y — y„ z — z^. 

Suivant que les sphéres considérées ont des points communs ou non, ce 
développement est possible d'une infinité de maniéres ou d'une seule 
maniére. 

La demonstration de ce théoréme est la méme que pour le cas de 
deux sphéres. Dans le cas actuel, Tintégrale du second membre de Téqua- 
tion (23) se partage en jp intégrales a chacune desquelles on applique 
la méme analyse qua Tintégrale (29). 

9. Il peut arriver que Fespace extérieur ä la fois ä toutes les sphéres 
considérées se composc de plusieurs portions distinctes 

V. v; R" 

X-i • J-J • JLJ > • • • • 

telles que Ton ne puisse passer de Tune a Tautre sans rencontrer la sur- 
face de Tune des sphéres. Imaginons qu'il en soit ainsi et considérons 
Tun de ces espaces 'E par exemple; supposons pour fixer les idées que 
Tespace £ ne s'étende pas ä Tinfini. Soit F {Xjif^ z) une fonction uniforme 
dans E et réguliére en tous les points de E. L'espace E sera limité 
par une surfacé fermée /S forniée de portions de sphéres tournant leurs 
convexités vers Tintérieur de E\ Ton aura, en désignant par (a, t, c) 
un point quelconque de Tespace E et appliquant la formule (22), 
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(36) F(!.,t,c)=^JJ{l'l-F'i)ä,; 



a 



1 intégrale du seeond membre se coniposera de p parties étendues respective- 
ment aux portions des p sphéres considérées qui constituent la surfacé S. 
En appliquant ä chacune de ces parties Tanalyse employée précédemment 
pour rintégrale (29), on verra que, en tous los points de Tespace E^ la 
fonction F est représentée par une serie de la forme 

(37) F{a, b, c) = Z Z 71*J(« — ^t> b — i/k, c — z,). 

• 

Si le point (a, ft, c) appartient ä un autre des espaces £', E"j . . . etc. 
situés a Vextérieur des p sphéres, la serie du seeond membre de Téquation 
(37) est encore convergente, mais sa somme est alors nuUe; en efifet dans 
ce oas rintégrale du seeond membre de (36) est égale å zéro. Si Tespace 
E était indéfini les mémes faits se produiraient. Une fonction F uniforme 
dans E et réguliére en tous les points de E serait, dans cet espace, 
représentée par une serie de la forme (37) augmentée du terme constant 
F(co). Gette serie serait encore convergente si le point (o?, y, z) était 
dans un des autres espaces E'j E"j ... etc, mais sa somme serait 
alors nuUe. 

On voit que les resultats précédents sont entiérement analögues a 
ceux que j'ai indiqués pour les fonctions d'une variable imaginaire 
(Comptes Rendus, i"' Mai 1882) et dont j'ai donrié des exemples dans 
les Acta Mathematica, T. i, p. 145. 

10.. Pour terminer ce sujet, j'énoncerai une proposition plus géné- 
rale encore. 

Considérons Tespace formé par tous les points situés a la fois a 
Textérieur de p sphéres de centres 

(^1? l/iJ ^i)> V^jj y^y ^2)' * ' ' 9 v^py Vpy ^pj 

■et a Tintérieur de q sphéres de centres 

Acta mafhematiea, 4. Ifoprimé 22 Février 1884. 44 
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cet espace pourra étre composé de plusieurs portions séparées Ey E'j 
E"y . . . etc. telles que Ton ne puisse passer de Tune ä Tautre sans 
rencontrer la surface de Tune des sphéres; une fonction F{Xy y, z) vérifiant 
réquation JF = o, uniforme dans Tespace E et réguliére en tous les 
points de E est représentée en tous ces points par une serie de la forme 

(38) F{x, y,z)^C + £ r" V^llix — x„ y-y,,z- z,) 

+ Z ZF<*>(a; — rr», y — y,, s — e,); 

A«=/)+l Ve-1 

C désiffnant une constante. Gette serie contient comme on le voit les 



fonctions V d'arguments 



X — x,^j y — y^, z — Zj, (*=i, 2 p) 



avec des indices négatifs, et les fonctions V d'arguments 

X — Xf,y y — y^i , Z — Z,^ (*-p+i, p+a p+») 

avec des indices positlfs. La demonstration repose sur Temploi des formules 
(22) 6u (23) suivant que E est fini ou s^étend a Tinfini. 

Ces formules. générales paraissent devoir presenter de 1'intérét dans 
les problémes de potentiel ou d'équilibre de température relatifs ä des 
corps limités par des portions de surfaces sphériques. 

L'on pourrait former un développement general analogue ä (38) et 
procédant suivant les fonctions de Lame, pour représenter des fonctions 
F uniformes et régulieres dans un espace limité par des portions d'ellip- 
solde. L'on obtiendrait ainsi des resultats analogues a ceux que j'ai 
indiqués pour les fonctions d'une variable imaginaire (Comptes Rendus, 
fiéance du 9 Avril 1883). Mais je laisse cette question de cöté pour le 
moment, afin d'appliquer a une classe spéclale de fonctions F les théorémes 
indiqués dans cette premiére partie. 
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Deuxiéme partie. 

Sur les fonctions åe Xj y, z satisfaisant å Téquation JF = o et 
possédant trois groupes de périodes simultanées. 
I . Soient 

A{a, fe, c), ^'(rt', fe', c'), ^"(a", fe", c") 

trois points non situés dans un méine plan avec Torigine O des coordonnées, 
c^est ä dire tels que le déterminant 



D = 



a 



a' 



a 



It 



fe' c' 
fe" c" 



soit dififércnt de zéro. Les fonctions dont nous nous occupons dans cette 
deuxiéme partie sont des fonctions uniforraes F{x^ y, z) des trois variables 
reelles Xy t/y z satisfaisant a Féquation JF = o et tel les que Ton ait 

( I ) F{x + ma + mW + m"a", y + mh + m'V + /»"fe", z + mc + m'c' + m"c") 

= F{Xy yy ^); 

w, m', m" étant des entiers quelconques. 

Ces fonctions présentent la plus grande analogie avec la partie reelle 
d'une fonction doublement périodique d'une variable imaginaire. 

Comrne lon peut toujours changer les signes de a, fe, c sans rien 
changer a la propriété fondamentale expriinée par Téquation (i), attendu 
que m est un entier positif, négatif ou nul, nous pouvons supposer que 
Ton ait choisi les signes des coordonnées des trois points Äy Ä'y A" de 
fa^on que le déterminant D soit positif. Si Ton désigne par /, /', V les 
trois longueurs OAy OA'y O A" et par 

a, Py r; «V ^^ r'; «". /?", f 

les cosinus des angles quefont respectivement les directions OAy OA'y OA" 
avec les trois axes coordonnés. Ton aura 



D = UTd 
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d = o! ^ f 

«" /5" r" 



d> o. 



Appelons Tangle Ä'OA'\ 6' laiigle A'OÄ, ff' Tangle AOA-, alors la 
perpendiculaire au plan AOÄ' menée du coté de OA a pour cosinus 
directeurs 



(2) 






I II 



I II 



1^ 



ya — ay 
A\\6 



V = 



sin e ' 



en effet la quantité 



Xa + /i/5 + v;- 



est positive puisquelle est égale a -^— z- Nous déduisons de (2), par une 

permutation circulaire des accents, les cosinus directeurs X'j /x', v' de la 
portion de perpendiculaire au plan A" O A située par rapport a ce plan 
du méme coté quc 0A\ enfin nous obtiendrons de méme les cosinus 

directeurs de la troisiéme perpendiculaire A", /x", v" 
a la face AOA\ Si nous construisons un parallélépipéde 
sur les trois lignes OA^ 0A\ OA", nous voyons que 
Xj [Xj v sont les cosinus directeurs de la portion de nor- 
male a la face A'OA" dirigée vers rintérieur du 
parallélépipéde; la méme chose a lieu pour A', /x', y'; 
A", /i", v". Nous appellerons paraUélépipéde éUmentaire le parallélépipéde 
que nous venons de construire ou tout autre parallélépipéde qui est déduit 
de celui-la par une translation. Au point de vue analytique, les points 
situés dans un parallélépipéde élémcntaire sont les points ayant pour 
coordonnées 




n,.n 



X = Xq + s« + s'öt' + £"a 

y = % + ^f> + ^'^' + ^"*" 



ff^ff 



^ = ^0 + £C + ^'C' + S"<^ 
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o^ {x^y y^y iSq) sont des constantes, s, e', e" des nonibres positifs variables 
vériiiant les cönditions 

o^e<i, o^e'<i, o<e"<i. 

D^aprés Téquation fondamentale (i), des quune fonction F(Xy y, z) est 
connue dans un parallélépipéde élémentaire, elle est, par la-méme, connue 
dans tout Tespace." 

Théoréme I. Une fonction F qui est réguliére en tous les points ctun 
parallélépipéde éUmentaite est une constante. 

En effet une pareille fonction serait réguliére en tous les points de 
Tespace, d^aprés la relation (i), et serait une constante en vertu du théoréme 
I de la premiére partie. 

D 'apres ce théoréme, une fonction F admet nécessaireinent des 
singularités dans un parallélépipéde élémentaire. Pla9ons nous dans le 
cas le plus simple et supposons que la fonction F n'ait dans un 
parallélépipéde élémentaire qu^un nombre fini p de points singuliers qui 
seront par suite des points isolés. Soient 22^, iJ, , . . . , R^ les résidus 
relatifs a ces points. L'on a alors le théoréme suivant: 

Théoréme II. La somme des résidus 

i?j + Bj + . . . + Bp 

est égdle å o. 

En efifet, d'aprés le théoréme VII de la premiére partie, on a 

Tintégrale double étant étendue a la surface du parallélépipéde élémentaire. 
Gette intégrale se partage en six parties étendues respectivement aux six 
faces du parallélépipéde; nous allons montrer que les deux parties rela- 
tives a deux faces opposées sont égales et de signes contraires. L'inté- 
grale double en question est donc nulle et le théoréme est démontré. 
Sur la premiére face AOA" du parallélépipéde élémentaire on a, en un 
point (rr, y, z)j 

dF ,dF dF dF 
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puisque — est la dérivée pri se suivant la normale vers Textérieur et que 

Åy /i, u sont les cosinus directeurs de la normale vers Tintérieur. Prenons 
maintenant le point (:r + a, y + fe, ^ + c) qui est situé sur la face 
opposée ä A O A" et qui décrit cette face* quand le point {x^ y, z) déerit 
AOA'. En ce point la fonction F prend la valeur 

F{x + a, y + h, z + c) = F{x, y, z)-, 



^ ri ^ ET ^ ET 

les trois dcrivées partielles — j r- , -r- reprennent aussi les mémes va- 

• qx oy oz 

leurs; par suite en ce point 

car au point (a? + a, y + fe, ^ + c) les cosinus directeurs de la normale 

extérieure sont ^, /i, v. Ainsi aux points correspondants {Xy y, z)y 

dF 
(a: + a, y + fe, z -[• c) des deux faces opposées les valeurs de — sont 

égales et de signes contraires;, d'ailleurs les elements de surface dtr sont 
égaux; donc les deux intégrales 



// 






étendues a ces deux faces ont une somme nulle. La méme chose a lieu 
pour les deux autres couples de faces opposées; ce qui démontre le 
thcoréme. 

L'on conclut de ce théoréme qu il est impossible qu'une fonction F 
ait dans un parallélépipéde élémentaire un seul pole du premier degré. 

2. Il résulte du thcoréme I qu'une fonction F ayant un nombre 
fini de points singullers dans un parallélépipéde élémentaire est déterminée, 
a une constante additive prés, quand on connait ses points singuliers dans 
un parallélépipéde élémentaire et les parties principales correspondantes, 
En effet, soient F et F^ deux fonctions vérifiant Véquation fondamentale 
(i) et possédant les mémes points singuliers dans un parallélépipéde avec 
les mémes parties principales; la dififérence F — F^ est réguliére en tpus 
les points du parallélépipéde; elle est donc con5ten/e d'aprés le théoréme I. 
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Nous allons former une fonction a Taide de laquelle nous pourrons 
donnor Texpression d'une fonction F ayant dans un parallélépipéde élé- 
inentaire un nombre fini de points singuliers, en connaissant ces points 
et les parties principales correspondantes. Gette fonction est analogue a la 
/onction Z{u) de M. Hermite. 

Pour cela, appliquons le théoréine IV de la premiére partie a la 
formation d'une fonction Z(Xy tfy z) vérifiant Téquation åZ = o et ayant 
pour pöles du premier degré avec le rcsidu + i les points ayant pour 
coordonnées 

a^ = ma -{- m'a' + ^j"a" 



(3) b, = mb + m[b' + w"fc" 

c^ = mc + m'c' + W'c", 

oii les nombres m, w', m" prennent toutes les valeurs entiéres positives, 
negatives et nuUes. Gette fonction Z aura, par suite, un p61e et un seul 
dans chaque parallélépipéde élémentaire. Voici comment Ton pourra 
la former. 
Posons 

r = + Vx' +1/ + z' 



P= + ^al + *2 + cl 



COSjT 



rp 

R= + y{x — a,y + (^ — b,y + {z — cy = + \r'—2rpcosp+p' 

oii a^y b^y c^ désignent les quantités (3); soit enfin e un nombre positif 
moindre que Tunité. Mettons a part la combinaison 

m = o, m' = o, m" = o 

pour laquelle JB = r, et supposons que Vun au moins des trois nombres 
m, m'f m" ne soit pas nul; alors p est dififérent de zéro. La fonction 



^ Vr* — 2rp CCS f + p* ^ i / . ^*' -^« - 1 ^ 



cosc> -\ — i 
P P 
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est, pour toutes les positions du point M{Xj y, z) telles que -<^e, 
développable en une serie convergente de la fonne 



yeaOO 

■V 



o\x P^ est un polyn6me de Legendre. Comme P^(cos^) est compris entré 
— I et + I , si Ton forme la différence 

fix, y, z) w, m\ m") = 1 — i — ■^P^(cosji?) — ^P,(cosj9) 

n p p p 



yssoo 



cette différence est, en valeur absolue, moindre que la sorame 



y=oo 
v=3 * 



ou, a fortiori puisque -<^Bj moindre que 



^(i + e + s^ + . . .) = — . 



Ainsi, sous la condition - < s, on a 

P = 



r» I 



(4) \f{^'> Vj z; m, m', wi")|<-47 

Désignons par le symbole Z' une sommation étendue a toutes les valeurs 
entiéres positives, negatives ou nulles de w, w', w", la combinaison 



m = m' = w" = o 



étant seule exeeptée. On sait, d'aprés un théoreme qu'EiSENSTEiN a in- 
diqué dans le tome 35 du Journal de Crelle et dont M. Jordan a 
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donné une demonstration tres-simple dans le tome IX du Bulletin de 
la Société Mathématique, que la serie 

(5) Ti' 

est convergente. On en conclut que la serie 

(6) Z{x, y, z) = ^ -\- ^'f{x, y, z; m, m', m") 

= 7 + r'[i-^-^^i(«««J^) -^^,(co8jr)] 

est convergente en tous les points distincts des points (a^ ? K j cj) et définit 
une fonction possédant les propriétés annoncées. En effet, soit M'{x'j y', /) 
un point ne colncidant avec aucun des poles (a^, 6^, c^) et ö un nombre 
assez petit pour que, dans le domaine d du point M\ il n'y ait aucun 

de ces p61es; posons en outre r' = Vrr'^ + y'^ + /^ Nous allons montrer 
que la serie (6) est uniformément convergente en tous les points du 
domaine d du point M'. Soit a un nombre positif donné d^avance aussi 
petit que Ton veut, Von pourra assigner un nombre positif -^ remplissant 
les deux conditions suivantes 



1° 


r' + å . 


2° la somme 





étendue ä toutes les valeurs de 7;i, m', m" pour lesquellcs p>^N est 
moindre que \ ^ , . On peut toujours remplir cette seconde condition 

puisque la serie 2^ "« ^^t convergente. 

Le nombre N étant ainsi déterininé, je dis que la valeur absolue 
de la somme 

2)'y(^, y, Z] m, m', m"), 

Aeta mathfmatiea. 4. Imprimé 22 Févricr 1884. 45 



354 P. Appell. 

éteiidue a tous les termos de la serie (6) dans lesquels p>^Nj est moindre 
que a, quelle que soit la position du point {Xy y, z) dans le doniainc å 
dn point M'. En effet pour toutes les positions du point M dans ce 
domaine on a 

r < / + f)y 
donc pour toutes les valeurs de niy m', m" pour lesquelles p >^Ny on a 

p — 

en vertu de la i*" condition imposée a N. L'on a donc, pour ces mémes 
valeurs de m, m', tn", 

\f{x, y, z\ m, m', »»'OlS^TTZl* 
d'aprés Téquation (4) et par suite 

\Ty{x, y, z; m, m', »»")|<^^— 52 i? 



or d'apré8 la 2* condition imposée a N 



^ 0*^ (r' + å)' ' 



(*■ + o)' 

donc 

.t 



|Z'y(^, y, z\ m, m', w")| < ^^TrJ^^a < a; 



ce qu'il fallait démontrer. 

Le méine raisonnement montre que la dififérence 



Z{x, tj, z) 



V(aj~ a,Y ^{y—h,y + {z-c,y 



est réguliére au point (a^, 6^, c^. 

3. Propriétés fondanientales de la fonctmi Z. Remarquons que, dans 
le terme genérale de la serie (6), la quantité que lon retranche de 

^ est un polyn6ine du second degré en x, y^ z; en efifet 
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Pj (cos ^) = COS JJ> , Pj, (cos ^) = - ( cos' ^ — - j 



et par suite 



rP^ (cosjf)) = ^(^«. + y&. + ^c,) 



r'P, (cos ^) = l[(?5^i±lY±?^ _ ?.'_+ll±f!] ; 



rune quelconque des six dérivées partielles du second ordre de cette quan- 
tité par rapport a Xy y^ z est donc une constante. Si nous prenons, par 

mple, la dérivée — ' , — -j nous avons 



exe 



dx 



(7) 



3'i fa'! 

'•Z('», y. g) ^ r V' r .B 3 /«? 



I 

3/J 



reinpla9ons .r, y, ^; respectivement par x -\- a, y •{• b, z -\- c; alors r 
devient r^ et i? devient B^, et Ton a 



(8) 



9*.g(a! + g, y + 6, z + c) __ Tj^ 



L 3*' />• \p' 



I 
3 



En retranchant ces deux series niembre a membre, nous obtenons 1'équution 



(9) 



d'Z{x + a, y + h, z + c). d'Z{x, y, z) 



dx* 



a»' 



a*— 9'- 

r. r 



//3' 



?«' 



iz + y 1^ 



a^TT 



dx* / ^^ V a;c' a«* 



la derniére somme £ étant étendue a toutes les valeurs entiéres de 
m, w', iw" de — co ä + co. Or il est facile de voir que cette derniére 
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a» i- 
somme est nulle. En efFet — -^ est une certaine fonction de w, m', w"; 

désignons cette fonction par ^(rw, w', m"); alors on aura 



^ = ^(fu — I , m\ m") ; 



dz 

on voit en effet, d'aprés la definition de -^ , que reniplacer dans -^ , Xj y, z 

par a; + a, y + 6, -2? + c revient a changer m en w — i. La somme S 
pourra donc 8'écrire 

(9') 2^[^{m — I, m'j r;j") — ^(wi, m', w")]; 

supposons que, donnant ä w', m" des valeurs entiéres fixes quclconques, 
Ton fasse d'abord la sommation par rapport ä m de — /i ä + /i ; on 
aura ä former 

(10) ]L [^{m — I, m', m") — ^(m, m\ m")], 



m=^fi 



mais alors il est clair que, dans cette derniére somme, les termos se 
détruisent deux a deux sauf le premier et le dernier, et que cette somme 
est éorale ä 

si Ton suppose que /i augmente indcfiniment cette derniére quantité tend 
vers zéro. Ainsi pour /i = co la somme (10) est nulle; la somme (9') 
est donc nulle aussi, et Téquation (9) donne comme conséquence 

d'Z{x + a, y + b, z + c) dVj(x, y, z) _ 

On démontrerait de méme que toutes les dérivées partielles du second 
ordre de la différence 

Z{x + ay y + b, z + c) — Z{x-, y, z) 
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sont égdes å zéro. Donc cette différence ne peut étre qu'une fonction 
linéaire de rr, y, ^. Nous^ avons ainsi Téquation 

(i i) Z{x + a, y + b, z + c) — Z{x, y, z) = Ax + By + Cz + E; 

on a de méme 

(i i') Z{x + a', y + b\ z + &) — Z{x, y, z) = Ax + By -^ Cz + E 

(I I") Z{x + a", y + 6", z + c") — Z{x, y, z) = A''x + B'y + C^z + E', 

les lettres Ay B, C, E; A\ B', C, £'; ^", F', C", E" désignant des 
constantes qui dépendent des neuf quantités a, 6, c; a\ b\ c'; a", 6", c", 
et que Ton pourrait calculer efFectivement en formant ä Taide de la serie 
(6) les différenees (ii), (ii') et (ii")- 

L'on peut indiquer a priori un certain nombre de relations entré ces 
différentes constantes. Dans Téquation (ii) rempla9ons ar, y, z par 
^ + ^'^ y -{- b\ z + c'y puls ajoutons ä Téquation (ii'); i^ous avons la 
relation 

(12) Z(x + a + a', y + b + b% z + c + c')^ Z{x, y, z) 

= Ax+ By -{- Cz + A'x + B'y + Cz + E + E' + Aa' + Bb' + Cc'; 

mais si nous faisions Tinverse, c'est å dire si dans Téquation (ii') nous 
rempla9ions Xy yy z par rr + a, y + ft, ^ + c et que nous ajoutions Téqua- 
tion ainsi obtenue a Téquation (ii),.nous trouverions, pour cette méme 
différence (12), la valeur 

Ax + By + Cz + A'x + Ry + Cz + E + B + A'a + B'b + C^c; 
Ton a donc 

(13) Äa' + Bb' + Cc' =^ Ä'a + Bb + Cc, 

m 

Ton trouve de méme 

(13') A'a" + B'b" + Cc" = A"a' + i?"6' + C'c' 

(13") A"a + B"b + C"c = Aa" + Bb" + Cc". 
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Voici encore une autre relation entré ces constantes. Cbnsidérons la 
fonction 

^lO^, y. -2?) = Z(a; — ^, y — -, ^ — J) 

qui admet pour poles du premier degré de résidu + i les points de 
coordonnées 

- + ma + m'a' + m"a'\ - + mb + m'b' + m"b", - + mc + m'c' + m"c" 

^ ^ ^ 

et appliquons ä cette fonction le théoréme VII de la i*" partie en prenant 
pour surface d^intégration S le parallélépipéde élémentaire reprcsenté 
dans la figure précedente (page 348). Comme la fonction 7j^{x^ y, ^) 

n'admet dans ce parallélépipéde qu'un seul pole (-,-,-) de résidu 

+ I , Ton a Téquation 

(■4) . ir'-^^''- - 4- 

Prenons les portions de cette intégrale double qui se rapportent aux faces 
opposées du parallélépipéde. Au point (x, y, z) situc sur la face 
A'OÄ" on a 

dn dx 5y 5« ' 

au point (:r + a, y + &, ^2? + f) situé sur la face opposée on a 

dZ^jx + a^ y + b, z + c) _ dZ^jx + a^ y + b, z + c) dZ^ dZ^ 

dn ~ ^' dx ■•■ ^ ay "*■ ^ a« ' 

comme da est le méme aux points (r, y, z) et (:c + a, y + 6, ^ + c) la 
somme des elements de Tintégrale double relatifs ä ces deux points est 

(15) ;^ pZ.(a^ + g, y + 6, . + c) _ aZ.(., y. z) ! 

^ ^^ L dx 9« . J ' 

oii Ton n'a écrit que le premier terme; mais d'aprcs Téquation (11) la 
différence 
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dZ^(x + a, y + b, z + c) 3Z,(a;, y, z) 

dX dx 

est égale a -4; la somme (15) est donc 

{XA + liB + vC)da 

et la somme des parties de Tintégrale (14) ctendues ä la face AOA* et 
ä la face opposée est 



*r\ I " 



ä'OÄ 



puisque Z7"sinÖ est la surface de la face A'OA'\ . En opérant de méme 
pour les deux autres couples de faces opposées, Ton obtient, a la place 
de réquation (14), réquation 

{XA + fiB + pC)lT sin + (A'^' + //B' + v'C)r/sinÖ' 
+ (r^" + /i"R' + v"C")'^'sinö" = — 471. 

Enfin Ton déduit, de ce que Z{x^ y, z) ne change pas quand x^ y, z 
changent de signes en méme temps, la relation 

et deux autres analogues pour E' et ^". 

4. Formation des fonctions F{xj y, z) vérlfiant réquation dF = o et 
admettant pour x, y, z les trois groupes de périodes (a, 6, c), (a', b\ c'), 
(a", 6", c"). 

Nöus allons montrer maintenant comment Ton peut, a Taide de la 
fonction Z{Xj y, z), former les fonctions F dont il est question au com- 
mencement de cette deuxiéme partie. 

Supposons, pour prendre d'abord le cas le plus simple, que la 
fonction F qu'il s'agit de former n*ait dans un parallélépipéde élémentaire 
d'autres points singuliers que des p61es. Ces p61es seront alors en nombre 
fini p] nous désignerons leurs coordonnées respectives par 

et les résidus correspondants par jB^ , 72^, . . . , B^. 
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Imaginons, en premier lieu, quc leg poles soient tous du premier 
degré; la fonction cherchée F sera 



k^p 



(i6) F(x, y, z) = L + Mx + Ny + Pz+ YB,Z{x — x,, y — y,j z — z,\ 



*=i 



les constantes ilf, N^ P étant ddterminées par les équations du premier 



degré 



(17) 



*=p 



Ma + Nb + Pc= Z {AR,x, + BR^yt + CB,z,) 



Jb«l 



k=p 



Ma' + Nb' + Pc' = r {AB,x, + BB,y, + ORk^t) 



k=\ 



keap 



Ma" + Nb'' + Pc" = Z {Ä"B,x, + B"i2,y, + C'B,z,) 



*=i 



En effet, 

I** la fonction définie par Téquation (16) est uniforme et vérifie 
1'équation AF = o, puisqu'il en est ainsi pour chacune des fonctions qui 
la composent linéairement ; 

2** cette fonction admet dans le parallélcpipéde cpnsidéré les seuls 
points singuliers {x^ , y^ , z^) qui sont des pöles du premier degré de résidus 
Bj^, puisque chacune des fonctions B^Zix — rr^, y — y^, z — Zj) admet 
dans le parallélépipéde considéré le seul pöle du premier degré (a;^, y^, z^ 
avec le résidu 22^; 

3° enfin les trois dififérences 

F{x + a, y + b, z + c) — F{x, y, z) 
F{x + a', y + b', z + c') — F{x, y, z) 
F{x + a", y + 6", z + c") — F{x, y, z) 

sont nulles; la premiére de ces différences sera, par exemple 



18) 



Ma + Nb + Pc 



k'=p 



+ L,Bt[Z{x — x,-\-a, y—Vt+h, z — z^-\- c) — Z{x — Xt, y — y^, z — z^] 
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mais en vertu de lequation (ii) oii Ton remplacerait .r, y, z par 
X — iTjt , y — «/^ , z -^ Zi, le coefficient de 2i^. est 

A{x — x;) + B(y — y,) + Ciz — zi) + E; 

la quantité (i8) est donc 

itfa + iV^ft + Pc + {Ax + % + Cz + -E) Z B, 



1=1 



£(^B,rr, + i?iJ,y. + CJJ,^,) 



*=1 



c'est a dire ztro en vertu de la relation démontrée précédemment (Théo- 
réme II) 

^1 + -^2 + • • • + ^/> = o, 

et de la preniiére des équations (17) déterminant 3f, ^, P. 

La fonction (16) est donc bien la fonction cherchée qui, comme nous 
Tavons vu § 2, est entiérement déterminée a une constante additive L prés. 

Nous avons supposé que les poles sont tous du premier degré; le 
cas le plus general ou les påles sont d'un degré quelconque se traite de 
la inéme fa^on. Désignons en effet par 

(19) ip^{x, y, z)= V^l\{x — x,y y — y,j z — z,) 

+ V%{x — x,, y — ytj z — z^ + ... + V^l\{x — x,j y — y^, z — z,) 

la partie principale de la fonction F relative au p61e (rr^., ?/^, z^ d'un 
degré quelconque w^. Comrhe la fonction la plus générale 

* V_^{x — x,, y — ytj z—,z,) 

d^indice négatif est composce linéairement avec les dérivées partielles 
d'ordre n — i de 



C) Prcmiörc partie, § I. 

Ada mathematiea. 4. Imprlmé 2G Férrier 1884. ^Q 
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on peut mettre la partie principalc (f^ sous la forme 

ao^ 3// 3^ 

la sonimation étant étendue a certaines valeurs entiéres positives ou nnlles 
de /5 g^ h choisics de telle fa^on que dans le second membre de (19') 

fiorurent seulement toiites les dérivées partielies de — Ihiéairement incU- 

pendantes jusqn'a celles de Tordre n^ — i inclusivement. (^) Le premier 
torine de la somme (19') est celui qui correspond h f= g = h = o 

le coefficient 2?o%,o Ti'est donc autre chose que le résidu li^. 
Cela pose, la fonction cherchée F{:rj y, z) sera 

(20) F{x, g, z) = L + Mx + Ny + Pz 

3/+^+*^^^ — «i , y — yt, z — Zk) 



+x z ^^- 



dr/ dlfdZ 

la sommation étant étendue aux mémes valeurs que précédemmcnt et les 
constantes il/, N, P étant déterminées par les équations 



(21) 



Ma + Nb + Pc = AX+ BY + CZ 

Ma' + NV + Pc' = AX + BY + GZ 

Ma'' + Nh" + Pc" =-' Ä"X + FT + CZ 



(*) L'on pourrait supposcr la sommation (19') (itcndue h. toutcs les valeurs positives 
ou nulles de /, f/, A pour lesquellcs f + g + h^Vjt — I, mais alors tous les termos de 
la somme do seraieot pas liDéairement indépeDdants ; ainsi Ton trouverait, dans les dérivées 

,1 ,1 ,1 

a»_ a*_ a*— 

^k ^k ^k 

secondes, le groupe de trois termos i?^* o o — 5- + ^0*20 — r + ^o*n 2 ^ < qui pourrait 

' dx dy ' ' dz 

ötre réduit h Jenx termcs h 1 aidc de Téquation J — = O. 

rk 



Sur les fonctioDS de trois variablcs satisfaisant h. Téquation diflfércntielle JF = O. 363 

oii Von a pose pour abréger 

X = Z (i?A - 2?.*'o. ,) , Y= Z {R,y, ^ i2<:\. ,) , Z =^- Z {R,z, - 2?,%. .) . 

On vérifie encore, comme précédeinmeiit, que la fonction définie par 
l'équation (20) posscde bion les proprictcs qui détermiiieiit la fonction F 
k une constante additive pré^. On reniarque pour cela que la fonction 

posscde dans le parallélépipéde élémentaire considéré le seul pole (:r^, y^^ z^ 
et que la partie principale de cette fonction relativeinent ä ce pole est 
précisément <pi{Xy y, z)\ on 8'appuie de plus sur les relations (11) et celles 
qu'on en déduit par des dérivations par rapport a Xy y, z. 

Pour donner un exemplc simple de Tapplication de la formule .(20), 
formons une fonction F qui admet dans le parallélépipéde élémentaire 
un seul pole {x^^ y^y z^) du second degré: la partie principale relative a 
ce pöle unique sera 

I I I 

a— 9— a— 

T T T 

avec un résidu nul d'aprcs le théoréme II. * 

La fonction cherchée F est alors 

ou Z, (léslgnc la fonction Z{x — .Tj , y — y^, z — -?,). Les coefticients 
M, N, 1* seroiit donnés par les équations 

Ma + Nh -\- Pc + \Ä + Å,B + A, C = o 

Ma' + Nb' + Pc' + Å^Ä' + A,2?' + A,C = o 

3Ia" + 2<b" + Pc" + Å^A" + Å^B" + A, C" = o. 
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La formule (20) pourrait conduire ä Texpression d'une fonction F 
possédant dans un parallélépipéde élémentaire p points singuliers essentiels 
isolés; il suffirait de supposer que les nom bros n^ augmentent indéfiniment. 
Mais il est plus rigoureux d'employer la méthode sui vante qui conduit 
a des formules intéressantes. 

5. Considérons im parallélépipéde élémentaire, celui qui est figuré 
ä la page 348 par exemple, et, dans Tintérieur de ce parallélépipéde une 
surface fermée S. Soit F(rr, y, z) une fonction vérifiant Téquation JF= o, 
uniforme dans le volume V compris entré la surface du parallélépipéde 
et la surface S, réguliére en tous les points de ce volume, et admettant 
les trois groupes de périodes ' 

(a, 6, c), (a', h\ c'), (a", 6", c"). 

■ 

Gette fonction F est par suite supposée uniforrte et réguliére dans tous 
les volumes homologues de V dans le réseau des parallélépipédes élé- 
mentaires construits sur le premier, et elle reprend les mémes valeurs 
aux points homologues de ce réseau. 

Gette fonction F péut d'ailleurs posséder telles singularités que Ton 
voudra sur la surface S ou dans rintérieur de cette surface; elle peut 
méme ne plus exister dans Tintérieur de 8, 

Soit {^j rjj Cj un point appartenant au volume V c'est ä dire situé a 
rintérieur du parallélépipéde et a Textérieur de la surface S\ träjons une 
deuxiéme surface S' extérieure a S mais d'ailleurs aussi rapprochée qu'on 
le voudra de Sy de telle sorte que le point {^, 7]j C) soit«uussi extérieur ä 
S'. *La fonction F est réguliére en tous les points de la surface S'. 

Je remarque d'abord que Ton a la formule 

(22) F{^, 7i, o 

Tintégrale double étant étendue a la surface qui limite le volume F, 
c'est a dire a la surface du parallélépipéde et a la surface 8\ Pour 
démontrer cette formule, il suffit de remarquer que la fonction 

Z{S — x, rj — y, C— ^) 
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I 

considérée coinme fonction de Xy y, z rui/dans tout le voluine V que le 
seul pöle (f, Tjy C); de Borte que lon peut écrire 

Z{$ — x, Tj — y, C— ^) = ^7== ' ^» ^ . ' r.2 + ^(^^' y^ ^) 

V(« — O + (2/ — 3f)* + {z — O' 

ou ö est dans le volume V uniforme et réguliére et vérifie Téquation 
JÖ = o. En rempla9ant Z par cette valeur dans Tintégrale (22), nous 
voyons que cette intégrale se partage en deux: la premiére 

qui est égale ä F(c, ^, C) d'aprés la formule (22) de la prcmicre partie, 
la deuxienie 



//( 






qui est nulle puisque B et F sont réguliéres en tous Ics points du volume 
F. La formule (22) est donc bien démontrée. 

L'intégrale double qui figure dans cette formule (22) peut étre 
partagée en deux parties, Tune étendue a la surface S' et que nous 
designerons par Tindice S', Fautre étendue ä la surface du parallélépipéde 
et que nous désignerons par Tindice P 

("O n,, „ o = i,ff{zl - Tfy + ±/(zg - Ffy. 

i" a: 

ou la lettre Z sans arguments dcsigne, ainsi que dans la suite, la fonction 

Z{Z — x, fi — VyZ—z): 

Prenons maintenant la premiére des deux intégrales (22') \ savoir 
celle qui est étendue a la surface du parallélépipéde; nous allons montrer 
que cette intégrale est une fonction linéaire de f, ly, C- Pour cela, 
remarquons, comme précédemment, que cette intégrale se partage en six 
parties étendues respectivement aux trois couples de faces opposées du 
parallélépipéde. En un .point (x^ y, z) de la premiére face AOA" on a 
d'aprés les notations adoptées (§ i et suivants) 
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au point corrcspondant {x + a,\y + &, -e + ^) Jc la face opposée les fonc- 
tions Z et F prennent des valeurs que nous désignerons par Z^ et F^ 
et Ton aura 









^ /.'öF^ , ai?', , 9FA „ /.az, , aZ, , aZ,\ 



mais puisque la fonctioii F adinet le groupc de périodes (a, 6, c) on a 

aF aF. _ aF 



^ 'a» a^ ' a?/ 



L'éléineut de surface da est 



a// ' a^? 

dVilleurs le méme aux points correspondants Xy y, z et a- + n, y -J- ft, 
^ + c; la soinme des deux cléirients correspondants de Tintégrale double 
est donc 



(23) 



Z'^-F'i+Z,'é-F,'é)da 



dn 



dn 



dn 



dn 



=-(Z,-Z)(A^+/.^ + v^)^. 



dX 



L dx ' dy dZ J 



Mais la différence Z^ — Z peut se ealculer aisément a Taide des formules 
(ii); en effet 

Z^ = Z{^ — x — a, rj — y — hj C— z-^-c) 
Z^Z[^ — x, rj — y, C—zy, 

on obtieiidra donc Z, — Z en ren)pla9ant dans la formule (i i) ^•, ^, ^ par 



5 — x 



«> jy — ,y — *> C— 2 — c; 



on trouve ainsi 



Z^ — Z = A{x + a — ^) + B(i/ + b — 7j) + 0{z + c 



:)-E', 



[I 011 



a(Z,-Z)_^ d(Z,-Z) _ j^ d(Z, -- ^) ^ ^. 



a.c 



»i/ 



9« 
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portant ces valcurs dans Texpression (23), on voit que cette exprcssion 
devient une fonction linéaire de Sy rjy C dont les coefficients sont des 
fonctions de a?, y> ^' Si maintenant Ton intégre dans toute Tétendue de 
la face A'OÄ" on obtiendra pour Tintégrale une fonction lincaire de 
f, 7]y C; la niéme chose ayant lieu pour les deux autres couples de faces 
opposées du parallélépipcde on voit finalement que 



P' 



les constantes i, ilf, -AT, P ayant des valeurs exprimées par des intégrales 
définies comme il résulte du calcul précédent. Ainsi 

(.5) 4.K = ^ Jl^rf» + ^^^%i^ + ^"/^<f. 

A'OJi" A"OA AO^' 

les intégrales étant étendues respectiVement aux faces AOA'j A*OAy AOA! 

du parallélépipéde et les dérivées — étant prises sur la normale vers 

Textcrieur. On aura ^ et P par des forinules analogues obtenues en 
rempla9ant dans (25) Ä par B et C?; ainsi 

(.50 4rN = Sff^ä. + BJJfj, + B''ff'^ä,. 



A'OA" A"OA AOA' 



Par conséquent, en rempla9ant Tintégrale (24) par sa valeur dans Téqua- 
tion (22'), on en déduit la formule suivante 

(26) F(^ ,, O = i + ^c + i\r:y + PC+ i- /J'(z|^ - Ff^o, 



S' 



formule intéressante qui est entierement analogue ä celle que j*ai indiquée, 
pour les fonctions d'une variable imaginaire, dans une Note publiée dans 
les Comptes llendus T. 94, p. 936 et dont les resultats ont été 
géncralisés dans les Acta Matheuiatica T. i, p. 139 (oq. 15). 
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Les conséquenccs qu'on doduit de cetto formule sont d'ailleurft 
seinblables a celles que j'ai indiquées dans les deux ménioires que je 
viens de citer. 

6. Supposons d'abord que la surface S soit une sphére de centre 
(•^1? ?/iJ ^x)'^ ^^ fonction F est älors uniforme et réguliere dans le volume 
V limité par la surface du parallélépipéde et la surface de la sphére 8 
intcrieure a ce parallélépipéde. 

Nous allons montrer que, dans ce volume et dans les volumes 
homologues, la fonction F est alors représentée par une serie de la forme 

(27) F{^, rj, O 

la sommation étant étendue aux valeiirs entieres positives ou nulles de 
fj ffy hy et les coefficients J?/,^, ^ étant des constantes. 

Pour établir cette formule (27), remarquons que la fonction Z, 
c'e8t a di re 

Z(c — ir, 7j — y, ^—z) 
considérée comme fonction de ar, y, Zy na d'autres poles que les points 



(28) 



« = f + »m + *w'«' + »»"o" 
y = 7j-\- mb + m'b' + m"b" 

z = C + "^c + m'c' + m"c" ; 



cette fonction de Xj ?/, z est donc uniforme et réguliére dans Tintérieur 
d'une sphére /S"' ayant pour centre le point (x^j ?/j, z^) et passant par 
celui des points (28) qui est le plus rapproché de {x^j y, , z^); ce point 
peut étre le point (c, ^. C) ou un autre point situé en dehors du 
parallélépipéde élémentiiire. Quoiquil en soit cette derniére sphére S" 
a certainement un rayon plus grand que celui de la sphére 5, et par 
suite elle contient dans son intérieur la surface 6" qui est aussi rapprochéé 
de S que Ton veut et a laquelle est étendue Tintégrale double (26); 
nous supposerons que Ton ait choisi pour cette surface S" une sphére de 
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centre {x^j y^, z^) dont le rayon r^ surpasse celui de la sphére S d^aussi 
peu qu*on le veut Mais^ dans Tintérieur de la sphére /S"', la fonction 
réguliére Z de x^ y^ z e&t développable en iine serie convergente ordonnée 
par rapport aux fonctions V^{x — rr^, y — y^, z — z^) a indices positifs, 
ou, ce qui est la méme chose, en une serie ordonnée par rapport aux 
puissances positives de x - — x^y y — y^j z -^ z^ par la formule de Taylor. 
On a donc, en tous les points Xj y, z intérieurs ä la sphére S" et, par 
suite, en tous les points appartenant a la surface de la sphére 8' inté- 
rieure a S'\ 

Z{^—Xy Tj—yj i:—z) = Z(e — a-j, rj—y^j C— ^J 

«? — «?! ag(f — a;,, ? — j/i, C— g,) 

I * af 



ou bien 

(29) 



/+fl'+A = «> 



= S (- '^ 



Z(f — a;, rj — y, C—z) 



4,-H* (''-«'./(y-y./(«'-^.)* a^^^^*z(f-^., n-y^z-z,) 



1.2 ,., j,l ,2 ,., (f ,1 .2 ,. , h 



/+^+A-=0 



d^^drfdC' 



Si, dans ee développement, on prend les termes homogénes d'un méme 
degré v {f + ff + h = p) en x — x^, y — y^ , z — ^^ , ils förment une 
fonction V^{x — x^, y — y^, z — z^). Nous allons remplacer Z par ce 
développement (29) dans Tintégrale (26) en remarquant de plus que, sur 

la sphére 8' de centre x^j y^ , z^ et de rayon r^ , la dérivée — est donnée 

par Téquation 

aZ _ x—x^dZ y—jy^dZ z — z^dZ 
dn rj dx r^ dy r^ dz 

0X1 Ton met le signe — puisque n est la normale extérieure au volume 
V et par suite intérieure ä S'; on conclut de la que 



/+^fÄ»« 



9Z 



(29') r- = — - 



dn 



-rl 



Åctm numumutiem, 4. Imprimé 8 M»rs 1884. 



(-•/ 



+5'+* 



\' ' ^ ' I 1,2 ...f.1.2 ... g. 1.2 ...I 



3f^3V'sC* 



47 
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Portant ces deux développements dans Tintégrale (26), nous obt^nons pour 
F{^j Tjj C) un développement de la forme annoncée (27), oii 

(30) 4^-^/,^. A 



le coefficient de Z(c — ^i> ^ — Pn ^ — '^'J, Bo, o, o ^st nul; en efFet ce 
coefficient est donné par 



^7? - CC 

•"^-**'0,0.0 — 11 



fj' 



et Tintégrale du deuxiénie membre est nulle, car elle est égale ä Tintégrale 



// 



dn 



p' 



étendue a la surface du parallélépipéde élémentaire, laquelle est nulle a 
cause de la périodicité de F. Ce coefficient i?o,o.o "^ figure pas dans le 
développement (27) tel que nou^ Tavons ecrit. 

Comme la fonction F(f , rjj C) ^^ doit pas changer quand on remplace 
c, yjy C p«r ^ + a, Tj +, by C+ c, il fiyit que les constantes 3/, Nj P, 
A.o.o^ Bo,i,oj Bo,o,i, vérifient la relation 

(31) Ma + m + Pc + AR,^o,o + 2?^o.i.o + <^Bo.o.i = o; 

en efFet, le premier membre de Téquation précédente (31) est la quantité 
dont crolt la serie (27) quand ^, ^, C croissent de e?, ft, c, en vertu de 
réq nation (n). Voici comment nous pouvons vérifier cette relation (31). 
Rempla(,»ons-y les constantes 3/, iV", P par leurs valeurs (25) et les 
coefficients -Bi,o,o> ^o,i,o> -^0,0.1 P^r leurs expressions (30); la relation 
(31) devient 
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(31') {Aa +Bb+ Gc)jJ^^da + {A'a + B' b + Vc)fj^-^da 

A'Oå" ä"OA 

+ {A"a + B"b + C"c)jT^^d^ 



AOA' 



-ff[A{x - X,) + B(y - y,) + C{z - z,)] (^ + ^) t?^ = o. 

5' 

Pour vérifier cette demiére relation considérons la fonction F et la fonction 

0=A{x- X,) + B{jf—y,) + C{z — z,) 

qui satisfont aux équations JF =0, å0 ^= o et qui son t uniforines et 

réguliéres dans le volunie V coinpris entré la surfacc du parallélépipéde 

élémentaire et celle de la sphére S'. D^uprés le théorérae de Green, Ton 
a réquation 



K 



0- F^da = O • 



Tintégrale étant étendue aux surfaces du parallélépipéde et de la sphére 
S\ On aura donc, d^äprés les notations déja employées 



f s' 



On voit facilement, d^aprés un calcul analogue ä celui de la fm du § 3, 
que Ton a 



A' o A' 



+ {Aa' + Bb' + Cc')£*^-^d^ + {Aa" + Bb" + Cc")jT^^d<r; 

A"OA AOA' 
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et 

f 

8' 

attcndu que 

dn r^ dx r^ ^ r^ dz ' 

En portant ccs valeurs des intégrales (32') et (32") dans lequation (32) 
Ton obtient précisément Téquation (31') qu*il s'agissait de vérifier, a 
condition de se reporter aux relations (13) et (i3")« 

On vérifierait de méme deux autres relations qui se dcduisent de 
(31) par raccentuation de a, ft, c, -4, JB, C. 

7. On pourra supposer maintenant, pour plus de généralité, que la 
surface /S du § 5 et de Téquation (26) est formée de la surface de p 
sphéres 5j , S^, . . . ; S^, toutes situées ä Vintérieur du parallélépipéde 
élémentaire et ayant pour centres respectifs les points 

La fonction F est alors, dans le volunie compris entré la surface du 
parallélépipéde et celles des spheres S^y S^ , . . . , 5^, , développable en une 
serie convergente de la forme 



(33) F{S, ri, O 



v v 7?(« 9^-^^^*g(c - «>. , ?-y,, Z-z,) 






ou la somme des coefficients 



* 

I 



et o\x My JV, P satisfont aux équations (21) dans lesquelles R^ = Äo*©,©» 
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Comine cas particulier de ce théoréme, supposons que la fonction J^" 
admette les trois groupes de périodes a, 6, c; a', &', c'; a", &", c" et soit 
réguliére en tous les points du parallélépipéde excepté aux points 

et que Ces points soient des points singuliers essentiels isolés. L'on pourra 
alors supposer, dans ce qui précéde, les rayoiis des sphéres 6\ , S^j ..., S^, 
infiniment petits, et par suite la fonction sera dans tout Tespace reprcsentce 
par la serie (33). 

Dåns les series précédentes ordonnées par rapport aux dérivées de 
Z(f — Xiy 7j — y^, c — ^*), il suffirait d'étendre la sommation seulement 
ä toutes les valeurs de fj g, h qui donnent des dérivées linéairement 
indépendantes ; mais alors il faudrait évidemment inodifier les valeurs des 
coefficients des dérivées restantes. 

8. De méme que nous venons d'étudier des fonctions Fy a trois 
groupes de périodes, analogues a la partie reelle d*une fonction doublewient 
périodique, Ton pourrait étudier des fonctions F a deux groupes ou a un 
seul groupe de périodes. Dans une Note présentée a TAcadémie des 
Sciences dans la séance du 24 Septembre 1883 M. A. Chekvet a été 
amené a introduire une fonction F a un groupe de périodes pour représenter 
le potentiel d'une mosse liqiiide limitée par deiix plans paralléles verticaux. 
En posant 



r^ = y{x — uttY + y^ + z\ v = o, i, 2, ..., co 



<= % + I^^)' + .V' + -2?% ^= I, 2, ..., 



00 



la fonction introduite par M. Chekvet est, a un facteur constant prés, 

Si Ton change x en a; + ^> ^0 devient rj', r^ devient r,_i et r^ devient 
ri^.1. Par conséquent 
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Donc 

F{x + TT, ijy ^) = — F{x., y, z) 

F{x + 2;r, //, z) = F{Xy y, z)\ 

par suite cette fonction admet bien un groupe de périodes, ä savoir 
(2;r, O, o). 

Cet exemple conduit a penser que les fonctioiis F a deux ou trois 
groupes de périodes trouveront aussi des applications dans la physique 
mathéinatique. La formation des fonctions F a un ou deux groupes de 
périodes repose encore sur Fapplication du théoréme IV de la premiére 
partie . 

Uélément simple qui pourra servir a former ces fonctions se déduit 
de la fonction Z{Xj y, z) définie dans le § 2 en supposant 

I® pour les fonctions a deux groupes de périodes (a, ft, c), (a', ft', c'), 
que le point A" (a", ft", c") s'éloigne indéfiniment; 

2® pour les fonctions a un seul groupe de périodes (a, ft, rj), que 
les deux points Ä' (a', 6', c') et A" (a", ft", c") s éloignent indéfiniment. 

Mais il importe de remarquer que ces fonctions a un ou deux groupes 
de périodes peuvent n'avoir aucun point singulier a distance finie. Ainsi, 
par exemple, la fonction 

f>{^7 yy z) = ^"^'"'^•^^''•'^^^cosn^ 

oii n est entier admet le groupe de périodes (o, o, 2;r), vérifie Téquation 
J^ = o et est réguliére en tous les points ä distance finie. De méme la 
fonction 



^{Xy tfj z) = ^'^"•■'■"'coswajcoswy, 

ou m et n sont entiers, admet les deux groupes de périodes (2;r, o, o) 
et (o, 2;r, o), vérifie Téquation J^ = o et est réguliére en tous les points 
ä distance finie. 



BEWEIS DES LAURENT'SCHEN SATZES 

VON 

LUDWIG SCHEEPFER 

In BERLIN. 



Als Ergänzung zu den Theoremen des Herrn Mittag-Leffler Qber 
die Darstellung analytischer Funktionen hat der LAURENT'sche Satz neuer- 
dings grosse Bedeutung gewonnen. Es dftrfte daher der folgende Beweis 
desselben von Interesse sein, welcher lediglich auf den elementaren 
Principien des Herrn Weierstrass beruht, während die fröheren Beweise, 
soweit sie uns bekannt sind, sämintlich von Riemann's partieller DifFeren- 
tialgleichung öder Cauchys Integralsatz Gebrauch machen. 

Wir formuliren den Satz folgendermassen : 

Wenn eine Funktion der complexen Veränderlichen y innerlialb eines 
ringförmigen, von zwei concentrischen Kreisen mit dem Mittelpunkte a ein- 
geschlossenen Gebietes eindeutig ist und sich in der Umgebung jedes im Gebiete 
gdegenen Punktes y^ nach positiven Potenzen von y — y^ entwickdn lässt, so 
tvird sie in dem ganzen ringförmigen Gebiet durch eine nach positiven und 
negativen Potenzen von y — a fortschreitende Potenzreihe dargestellt. 

Wir beweisen den Satz in § i zunachst för einen speciellen Fall. In 
§ 2 wird dann gezeigt, wie sich der allgemeinste Fall auf jenen speciellen 
zuröckffthren lässt. 
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1. 

Die Funktion /*(?/) habe innerhalb eines ringförmigen, von zwei con- 
centrischen Kreisen mit den Radien r und r^ iind dem Mittelpunkte o 
eingeschlossenen Gebietes G folgende Eigenschaften : sie sei eindeutig, 
ungerade und ttberall von dem Charakter einer ganzen Funktion. lat 
dann rr^ = i und r > i + vT, so känn f(if) innerhalb des Gebietes G auf 
folgende Art in eine nach positiven und negativen Potenzen von y fort- 
schreitende Reihe entwickelt werden. 

Die Funktion 

in welcher y und y' die Wurzeln der Gleichung y -] — = z sind, ist 

ofFenbar eine eindeutige Funktion von z innerhalb eines um den Punkt o 

I • 

mit dem Radius p = r beschriebenen Kreises; denn jedem Werthe 

von z innerhalb dieses Kreises entsprechen nur Werthe von jy, die im 
Gebiete G liegen. 

Die Funktion jr (i?) hat ferner in jedem Punkte z^j welcher innerhalb 
des genannten Kreises liegt, den Charakter einer ganzen Funktion. Dies 
ist ohne Weiteres klar för alle von + 2 verschiedenen Werthe von z^', 
denn in der Umgebung jedes dcrartigen Punktes können y — y^ und 
y' — yi, also auch f(j/) und /*(/) nach positiven Potenzen von z — z^ ent- 
wickelt werden. Ist dagegen z^ = + 2, so wird yo = ?/J = + i , und die 
Entwickelung von y — y^ und y' — y^ nach Potenzen von z — z^ ist un- 
möglich. Es wird aber in diesem Falle fttr jede positive ganze Zahl n 

{fj — VoY + {f/ — yoT 

m 

eine ganze rationale Funktion von z — z^j und da die Entwickelungen 
von f{y) und von f(^y') nach Potenzen von y — y^ resp. «/' — ;yj ent- 
sprechend gleiche Coöfficienten haben, ist eine Entwickelung von ^{z) 
nach Potenzen von z — z^ auch hier nachgewiesen. 
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Die Funktion ^{z) hat also innérhalb des Kreises p tlberall den 
Charakter einer ganzen Funktion und lässt sich dementsprechend durch 
eine nach positiven Potenzen von 2? ^ fortschreitende Reihe darstellen, 
welche for alle Werthe von z^ deren absoluter Betrag kleiner als p, 

d. h. als r , ist, convergirt. Mit anderen Worten: die Funktion 

f(if) H" /^(-) löÄSt sich durch eine nach positiven Potenzen von y H — 



fortschreitende Reihe darstellen, so länge 



y + 'y 



kleiner als r ist. 



Aus dieser Reihe entsteht nun eine nach positiven und negativen 

Potenzen von y fortschreitende Reihe, wenn alle Potenzen von y H — 

nach dem binomischen Lehrsatze entwickelt und die Coöfficienten gleicher 
Potenzen von y zusammengezogen werden. Die neue Reihe convergirt 
jedenfalls for alle Werthe y, welche der Bedingung 



M+lJ 



I 

<r 

r 



genUgen, d, h. for alle Werthe, welche innérhalb eines von zwei Kreisen 
r' und -7 begrenzten Ringes liegen. r' wird durch die Gleichung 



r' + -7 = r 

r r 



bestimmt, welche durch einen positiven Werth von r' erfoUbar ist, da 
r > I + vT angenommen war. 

Nachdem hiermit die Existenz einer Doppelreihe nachgewiesen ist, 

durch welche die Funktion f(i/) + /*(-) innérhalb des von den Kreisen 

f* und -7 begrenzten Ringes dargestellt wird, folgt -durch Anwendung be» 

kannter Sätze ohne Weiteres, dass diese Darstellung i ra ganzen Gebiete 
G gtiltig bleibt 

Ganz ebenso ist nun zu zeigen, dass die Funktion ^(/) = /*(y) + /'(y'), 

in wclcher y und y' die Wurzeln . der Gleichung y = / sind , eine 

eindeutige Funktion von / ist, die in eine gewöhnliche, for | / 1 < r 

Aeta M«/Atfm«/iM. 4. Imprlmé 4 Mara 1884. 48 



378 Ladwig Soheeffer. 

convergirende Potenzreihé entwickelt wérden kahn. Man erhält durch 
&hnliche Betrachtungen/ wie die eben angestellten , schliesslich eine Ent- 

wickelung der Funktion /"(^z) + /*( ) iJach positiven und negativen 

Potenzen von y innerhalb des Gebietes G. 
Da f(iD ungerade angenommen war, ist 

Werden for die beiden Glieder auf der recht^n Seite die Doppelreihen 
eingefohrt, so erhalten wir eine gleichartige Reihe för /"(y). W. z. b. w. 



2. 

Wir befreien nun den Satz von den Beschränkungen, welehe wir ihm 
in der vorhergehenden Nummer auferlegt haben. 

Dass fijf) ungerade angenommen wurde, beeinträchtigt ofFenbar die 
AUgemeinheit nicht, da bekanntlich jede Funktion auf die Form 

fM +yA(y) 

gebracht werden känn, wo f^(y) und /i(y) ungerade Funktionen sind. 
Auch die Bedingung, dass ri\ gleich i sein soUte, enthält keine wesent- 
liche Beschrftnkung der AUgemeinheit Denn wenn wir die beiden Radien 
r und Tj endlich und von NuU verschieden annehmen, wird jene Be- 
dingung nach Einftihrung der Substitution y = VJ^ . x imraer erfttllt sein^ 
Ist aber einer der Radien r und r^ gleich Null öder unendlich gross, so 
wird man zunÄchst das Gebiet •der Veränderlichen dadurch beschränken, 
dass man beide Radien von Null verschieden und endlich annimmt. Ist 
dann fftr dieses Gebiet die Reihenentwickelung nachgewiesen , so folgt 
aus bekannten Sätzen unmittelbar die Gtlltigkeit derselben im ganzen 
ursprtlnglichen Gebiete. 
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Hiermit hat der Beweis bereits denjenigen Grad der Allgemeinheit 
erreicht, dessen er als Ergänzung zu den Theoreraen des Herrn Mittag- 
Leffler bedarf. Er ist jetzt namlich fttr alle diejenigen Fälle erbracht, 

wo der Quotient der Radien r und r, grösser als -= ist, speciell also 

V2 — I 

auch far den Fall, dass der kleinere Radius gleich NuU ist 

Wir können aber auch den Fall, wo der Quotient der Radien r und 

fj einen Werth zwischen -r= und i hat, auf den vorhergehenden zu- 

rttckftthren. Es existirt näinlich in diesera Falle ofFenbar immer eine 

ganze positive Pot^nz des Quotienten, welche grösser als -7= ist. Ist 

r2 — I 

n die Ordnungszahl . dieser Potenz, so setzen wir: 

f = x. 
Bedeutet dann oc eine primitive Wurzel der Gleichung 



a" = I , 



und definiren wir /"^ folgendermassen 

nf,= i:{ahjYf{oi'y), 

SO sind die n Grössen /J^ , /"^ , . . . , f^^^ ofFenbar eindeutige Funktionen von 
X in einera ringförmig^n Gebiete dieser Variabeln von der Beschaffenheit^ 

V^ 4- I 
dass der Quotient der beiden charakteristischen Radien grösser als -= 

\2 — I 

ist. Jene n Funktionen können in der Umgebung jeder im Gebiete gelé- 
genen Stelle x^ nach positiven Potenzen von x — x^ entwickelt wefden, 
da jeder der n Bestandtheile einer Funktion /^^ nach Potenzen von y — y^ , 
und y — y^ wiederum nach Potenzen •von x — x^ zu entwickeln ist 
Demnach lasst sich jede der Funktionen /J, , /"^ , . . . , ^_i durch eine nach 
positiven und negativen Potenzen von x fortschreitende Doppelreihe dar- 
stellen. Setzen wir statt x wieder y", so erhalten wir ftlr die Funktionen 
f^ Reihen, die nach positiven und negativen Potenzen von y fortschreiten. 
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Da nun 

»— i 



m = Y.y-% 



tt=0 



ist, ergiebt sich schlicsslich ein Ausdruck ftlr die Funktion f{if) in Form 
einer nach positiven und negativen Potenzen fortschreitenden Reihe, welche 
ftlr alle Werthe von y convergirt, deren absoluter Betrag zwischen r 
^ liegt 

Hiermit ist der LAURENX^sche Satz vollstAndig bewiesen. 

Berlin, November 1883. 
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DE LA PUISSANCE DES ENSEMBLES PARFAITS 

DE POINTS. 
Extrait d'une lettre adressée å Téditeur 

PAB 

G. CANTOR 

å HALLE. 

. . . Quant a mon Ihéoréme, qui expriine, que les ensembles parfaits 
de points ont tous la méme puissance, savoir la puissance du continu, je 
prétends le démontrer, en me bornant d abord aux ensembles parfaits 
linéaire8,(*) comme il suit. Soit S un "ensemble parfait de points quel- 
conque, qui rCest condensé dans Vétendue cPaucun iniervalle, si petit qu'il 
soit; nous admettons, que Ä est contenu dans Tintervalle (o . . . i), dont 
les points extremes o et i appartiennent a S'; il est evident que tous les 
autres cas, dans lesquels lensemble parfait n'est condensé dans Tétendue 
d'aucun intervalle, peuvent par projection étre réduits a celui-ci. 

Or, il existe d'apres mes considérations dans Aeta mathematica T. 
2 pag. 378 un nombre infini d^intervalles distincts, tout ä fait séparés 
Tun de Tautre, que nous nous représentons rangés suivant leur grandeurs, 

(^) M. I. Bendixson invite par M. Cantor å essayer do prouver cc méme théoréme, 
en a communiqué nne demonstration ä la séanoe du séminaire de Tuniyersité de Stookholm, 
le 21 NoVembre 1 883. Cette demonstration, qui a été trouvée sans que Tauteur ait eu 
oonnaissanoe des recherohes que M. Cantob veut bien me permettre de publier ici, a été 
présentée ä TAcadémie royale dos sciences de Stockholm, le 12 Décembre 1883. Elle 
se trouve dans Bihang till Svenska Vetenskapsakademiens Handlingar. La 
demonstration de M. Bendixson embrasse le cas d^un ensemble parfait de n dimensions. 

UédiUuT, 

Åctm mmthtmatie; 4. Impriaé 4 Kan 1884. 



382 G. Cantor. 

de sorte que les intervalles plus petits viennent apres les plus grands; 
nous les désignons, dans cet ordre, par: 

(i) (rtj ... ftj, (a, ... ftj,), ..., (a, ...&,),... ; 

ils sont par rapport a Tensemble S tels que dans rintcrieur de chacun 
ne tornbe aucun point de Sy tandis que leurs points extremes a^ et b^ en 
concurrence avec les autres points-limites de Tensemble de points {a^, b^\ 
appartiennent å iS^ et le déterminent ; nous désignons par g Tun quel- 
conque de ces autres points-limites de [a^y ft^}, par [g] leur ensemble; 
nous avons: 

En outre la serie (i) d'intervalles est telle que lespace entré deux d'entrc 
eux {a^ . . . b^) et (a^, . . ; ft^) en contient toujours une infinité d'autres et 
que de plus, (a^ . . . b^) étant un quelconque de ces intervalles, il y en a 
d'autres de la méme serie (i) qui se rapprochent infiniment soit du point 
öp, soit du point b^; car a^ et 6^, comme appartenant corame points a 
Tensemble parfait Sy en sont aussi des pomts-Hmites. 

Cela établi, je prends un ensemble de la premiere puissance quel- 
conque: 

(3) v^ij f^» --M r 



^^v J • • • J 



ensemble de i)oint8 distincts et placés tous dans Tintervalle (o . . . i)^ 
cUms toute Vétendt^e duquel ils sont condensés ; seulement je suppose que ces 
points extremes o et r ne se trouvent pas entré les ^^. 

Pour citer un exemple d'un ensemble tel qu'il nous le faut ici, je 
rappellö la forme de serie, ou j'ai mis Tensemble de tous les nombres 
rationnels ^o et < i dans Acta mathematica T. 2 pag. 319 et oii 
pour notre but il faut supprimer seulement les deux . premiers tcrmes, 
qui y Bont o et i. 

Mais je tiens a ee que la serie (3) soit laissée dans toute sa généralité. 

Voici maintenant ce que j'avance: V ensemble de points \yy,]et Vensemble 
d'intervalles \{a^ ... b^) ] peuvent étre assodés avec un sens unique Vun å 
FatUre de sorte que, {a„ . . . bj) et {a^ . . . b^) étant deux intervalles quelconques 
appartenant ä la serie (i), puts ft^ et ifj, étant les points correspondants 
de la serie (3), on a toujours le nombre ^^ plus petit ou plus grand que 
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^jt s^on que dåns fe segment (o . . . i) Vintervalle {a^ ... b^) est placé avant 
Vintervalle (a^ . . . b^ ou apres lui.{^) 

Une telle correspondanco des deux ensembles [f>^\ et [{ay . . . bj)] se 
péut faire par exemple d^aprés la réglé suivante: 

Nous associons ä Tintervalle (a^ . . . ft J le point ^jf ä rintérYalle 
(å, ••• ^3) le terme au plus petit indice de la serie (3), nous le désignons 
par ff^^y qui a la méme relation par rapport au plus ou moins avéo jj>j, 
que rintérvalle (a, ... éj) avec (a^ ...éj) par rapport a leur placement 
dans le segment (o . . . i); de plus nous associons a rintérvalle (a, . • ^^3) 
le terme au plus petit indicéy qui a la méme relation par rappört au 
plus ou moins avec ^^ et avec f>^ , que Tintervalle (^3 :.. b^) avec les 
intervalles (a^ . . . ij et (a^ • • • ^a) respectivement par rapport ä leur plaoe^ 
ment dans le segment (o . . . i). 

Généralement nous associons a rintérvalle (a^ . . . b^) le terme au plus 
petit indice de la serie (3), nous le noramerons f?^^, tel, qu'il a la méme 
relation par rapport au plus ou moins avec tous les points ^j , f^*^, - . ., ^*^jj 
dont il a été déja disposé, que Tintervalle (a^ . . . b^) avec les intervalles 
correspondants (»i - .. &i ),(«,...&,),.. ., (öy-i . . . K-i) par rapport a leur 
placement dans le segment (o . . . i ) . 

J'avance, que d'aprés cette régle les points f^^ fp^^ .. ., j?^, /.v de 
la stäte (3) seront successivement, quoique selon un ordre différent de la lai 
de la serie (3), assodés. tous å des intervalles distinds de la serie (1); 
car a chaque relation par rapport au plus ou moins entré des points en 
nombre fini de la serie (3) il se trouve plusieurs fois une relation con- 
forme par rapport ä la place dans le segment (o . . . i) entré des intér» 
valles en méme nombre de la serie (i); cela tient a ce que Tensemble 
S est un ensemble parfait qui n*est condensé dans auoun intervalle, quel- 
que petit qu'il soit. 

Pour simplifier nous poserons: 

Par conséquent la serie suivante: 

(4) ^1» ^,> •••> i^y> ••• 

• ; ■ j • 

(^) Il ne sagit donc pas ici de la place v et fi qu^occupent ces intervalles daos la 
serie (l). 
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se compose absolument des mémes elements que la serie (3); les deux 
series (3) et (4) ne different que- par rapport d h succession de leurs termes. 

La serie (4) de points ^^ a done ce rapport remarquable avec la 
serie (i) dMntervalles, que toutes les fois que ^^ est plus petit ou plus 
grand que ^^ , aussi a^ et b^ sont respectivement plus petits ou plus grands 
que a^ et b^. Et je rappelle de nouvcau que lensemble {^^}, puisqu'il 
colncide avec Tensemble donné [^y]j a part la succession des termes, est 
condensé dans toute Tétendue du segment (o . . . i) et que les points 
extremes de celui-ci, o et i, n'appartiennent pns ä cet ensemble. 

Les conséquences d'une telle association des deux ensembles [^^\ et 
{ (a^ ... b^) } sont maintenant, comme il est facile de le démontrer, les 
suivantes : 

Si (aA».--*AJ, K...*0' •••^ {%'"K)y ••• ös< wn6 serie quelr 
conque éCintervalles appartenants ä la serie {i), qui convergent infiniment soit 
vers le point a^ , soit vers le point b^ , cdors la serie correspondante de points 
^Xi) ^x^} • • •> ^x^y • • •; appartenants tous ä la serie (4), converge infiniment 
vers le point ^^j et réciproquement. 

Si {ax^ . . . ^A.); («A. • • . *A.)> . . . , {% . . . \), ..est une serie quel- 
conque de la méme espéce, mais tdle, que ses termes convergent infiniment 
vers un point g de VensemUe S (voir la formule (2) et la signification de g), 
alors la serie correspondante ^x^} ^x^j •••; ^x^j ••• ^^ so^ ^öwr converge 
infiniment vers un point déterminé du segment (o . . . i); qui ne cötncide avec 
aucun point de la serie (3) ou (4) et qui de pliis est entiérement déterminé 
par g; nous désignerons ce point correspondant å g par h; réciproquement 
soit h un point qudconque du segment (o . . . i)^ qui n'appartient pas ä la 
serie (3) ou (4) U déterminé un point g de VensemUe 8 different des points 
a^ et b^; en sorte que les deux nombres variables g et h sont des fonctions 
å sens unique Vwie de Vautre et que les ensembles [g] et \h\ par suit^ sont 
certainement de la méme puissance. 

De lä suit la demonstration du théoréme en question. 

Car nous avons d apres la formule (2): 

S~[a,] + [b,] + {g]. 
Puls il est evident que : 

(o... i) = {j^,^} + {jr^_,} + {Ä}. 
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Mais comine on a les formules sui vantes: 

on conclnt d'apré«i le théoréme (E) des Acta Mathematica T. 2 p. 318 
la formule: 

S '^ {o . . . I ) 

cest a dire TenserAble parfait jS a la méme pnissance quo le segment 
continn (o . . . i); ce qui était a demon trer. 



. . . Cette demonstration a Tavantage de nous dévoiler ime grande 
classe remarquable de fonctions continues d'une variable reelle Xj dont les 
propriétés donnent lieu a des recherches intéressantes, soit en les considérant 
d'aprés la definition, qui se rattache ä notre dévelöppement, soit en tåchant 
de les mettre soiis la forme de series trigonométriques, qui certainetnent let^r 
sont conformeSj parce que ces fonctions continues ne jouissent pas d'tm 
nonih^e infini de maxima et minima. 

En effet nous pouvons éteblir dans Tintervalle (o . . . i ) une fonction 
ip[x) satisfaisant aux conditions suivantes: 

Lorsque x est compris dans Tun quelconque des intervalles (a^ . . . h^ 
c'est a dire pour a,,<^x<^b^ ip[x) est égale a ^'^; lorsque x re^oit une 
valeur g qui s'obtient comme limite d'une serie d'intervalles {ax^,,,hx^j 
. . ., [a^^ . . . bx^)y . . . alors on définit: 

(5) ^(^) = Ä = lim^,^. 

Certe, la fonction ^{x), d'apres ce que nous avons vu, est tme fonction 
continue, mofiotofie {^) de la variable continue x; lo^'sque x croit de o d 1, 
ip{x) varie d^une maniére continue sans diminuer de o ä i ; son image 



(*) C"est une expression introduite par M. Ch. Neumann (voir Ueher die nach 
Kreis-, Kngel- nvd Ctflinder-fmirMonen fortsrhreitenden Entvfickelungen, Leipzig 
1 88 1, p. 26). 
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géométriqtie se compose (Vun ensemble scalanforme de segments droits, tous 
paralleles a Vdxe des x et de cei-tains points interposés, qui font, que cette 
cmirbe devietit un continu. Un cas particulier de ces fonctiona est déja 
compris dans un exemple, que j'ai mentionné dana Acta matheniatica 
T. 2, pag. 407. En posant: 

(6) -? = '^+.^. + ...+^ + ..., 

oii les coefficients Cj, peuvent prendre a volonté les deux valeurs o et 2 
et oii la série peut ötre composée d'an nombre fini ou infini de membres, 
Tensemble [js] est un ensemble parfait Sy situé dans Tintervalle (o... i), 
les points extremes o et i appartiennent a cet ensemble [z\] de plus 
Tensemble {;?} = jS est ici tel, qu'il n'est condensé dans 1 etendue d'aucun 
intervalle, si petit qu'il soit; enfin on peut aussi s assurer, que cet ensemble 
5={;8;j a une grandeur ^{S) {notwn que j'expliquerai a Tinstant) égale 
a zéro. 

Ici les points, que nous avons désignés par h^ résultent de la formule 

(6) pour z en prenant Cp = o h partir d'un certain /> plus grand que i , 
en sorte que tous les h^ sont compris dans la formule: 

(7) i.= 3^ + ^, + ... + 3^ + ^. 

Les points a^ résultent de la meme formule pouf z, en prenant c^ a partir 
d'un certain p toujours egal a 2, en sorte qu'en veiiu de Téquation: 

222 

I = - + -1 + -i + • • • 
3 3 3 

on a, en prenant r„ = o, r^^i = r^^^^ = ... — 2, 

(8) «.= 3' + ^. + ...+3^ + p;. 

Joignons maintenant la variable z a une autre ?/, définie par la formule: 

I /( 



(9) ,, = i(^+^, + ...+j7 + ...) 



De la puissancc des ensembles parfaits de points. 387 

dans laquelle nous convenons, que les coefficients c^ ont la mcme valeiir 
que dans (6). 

Par cette liaison y devient évidemment une fonction de z^ que nous 
appellons ip{z). Remarquons maintenant que les. deux valeurs de ip{z) 
pour z = a., et pour z = b^ deviennent égales, savoir: 

^(o.) = ^.(*.) = ^(^ + ?, + ••• + ,^ + |:)- 

De lit resulte une fonction coiitinue et monotone ^^(x) de la variable 
continue .r, définie de la maniere suivant^: 

Pour a^ < X <h^ on pose: ^»(.r) = ip{a) = <p{k)j et pour rr — ^ on 
a i{){x) = ?/ = il}{z). 

M. L. ScHEEFFEu a Berlin a observé, que cette fonction ^(a?), ainsi que 
beaucoup d^autres, est en contradiction avec un théoréme de M. Haunack 
(v. Math. Annalcn Bd. 19, pag. 241, Lehrs. 5). En effet cette fonction 
d}{x) a sa dérivée ^'(.r) égale a zéro pour toutes les valeurs de rr, a Tex- 
ception de ceux, que nous avons nommées z\ celles-ci constituent un en- 
semble parfait [z]^ dont la grandeur S({^}) ^st égale a zéro. Mais 
M. ScHEEFFER m'a aussi dit, qvi'il pouvait remplacer ce théoréme par un 
autre, qui serait exempt de doute ; j'espére qu'il publiera bientöt dans 
les A c ta ses recherches sur ce sujet aussi bien que sur diverses autres 
questions intéressantes, dont il s'occupe. 



. . . Dans ce qui précéde j'ai démontré, que tous les ensembles parfaits 
et linéaires de points, qui ne sont condensés dans aucunc partie du segment, 
dans lequel ils sont placés, si petite qu'elle soit, sont de la méme puis- 
siince que le continu linéaire. 

Prenons maintenant un ensemble parfait et linéaire de points S 
quelconquej placé dans Tintervalle ( — ft> . . . + ö>) je dis qu'égaleinent cet 
ensemble 5 a la puissancc du continu (o ., . i). 

En effet, comme nous avons déja träité le cas, oii Tensemble S n^est 
condensé dans aucune partie continue du segment ( — o) . . . + ö>), prenons 

Äeta mathematica. 4. Imprimé 4 Ayril 1884. 49* 
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un intervalle quelconque {c ... (t) ^ dans rintérieur duquel N soit condenso 
partout. Tous les points de (c ... (t) appartiendront aiissi k S, parce que 
S est un ensemble parfait. 

Uensemble de points {c . . . d) est un systéme partiel de S et 8 un 
systéme partiel du segment ( — lo . . . + tt>)- Comme lensemble {c . . . (1) 
a la méme puissance que rensemble ( — co , . . + ft>), on en conclut aussi, 
que 5 a la méme puissance que ( — w . . . + ft>), c est a dire la puissance 
de (o . . . i); car on a le théoreme general: 

*Étant donné un ensemble Men définl M d*une puissance qudconque, un 
ememble partiel M! pris dans M et un ensemble partiel M" pris dans M'y 
si le dernier systéme M" possede la méme puissance que le premier Jf, Vefi- 
semble moyen M' est aussi toujours de la méme puissance que M et ilf".» 
(Voir Acta mathematica, T. 2, pag. 392). 

Lorsqu'un ensemble P est tel, que son premier ensemble dérivé P^^ 
en est diviseur, je nomme P un ensemble fermé. 

Chaque ensemble fermé P d'une puissance supérieure a la premiére 
se décompose, comme nous le savons, d'une seule maniére en un ensemble 
R de la premiére' puissance et en un ensemble parfait S. On en conclut 
au moyen des théorémes obtcnus, le suivant: *Tous les ensembles fermés 
de points se divisent en deux classes, les uns smit de la prefnicre puissance, 
les autres ont la puissance du continu arithmétique.* Dans une prochaine 
communication je montrerai que cette division en deux classes a aussi lieu 
pour les ensembles de points non fermés. Par la nous arriverons a laide 
des principes du § 13 de mon mémoire dans Acta mathematica T. 2, 
pag. 390, a la détermination de la puissance du continu aritbmétique, en 
démontrant quelle colncide avec celle de la deuxiéme classe des nombres (II), 



... Il y a une }iot'u>n de volume ou de (jrandeur, qui se rapporte a 
tout ensemble Py situé dans un espace plan G„ a n dimensions, que cet 
ensemble P soit continu ou non. 

Dans le cas ou P se réduit a un ensemble continu a n dimensions, 
ou ä un systéme de tels ensembles, cette notion se confond avec la notion 
brdinaire de volume. 
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Lorsque F est un continu a un nombre de dimensions plus petit 
que n la valeur dii volume devient zéro; la niéme chose arrive lorsque 
P est tel que JP^^^ a la premiére puissance et encore dans divers autres 
cas. Mais ce qui, au premier moment, paraitra peut étre étonnant, c est 
que ce volume, je le désigne par ^{P)y a quelquefois une valeur diflfé- 
rente de zéro pour des ensembles P contenus dans O^ de Tespece de 
ceux, qui ne sont condensés dans aucune partie continue ä n dimensions 
de (t„, si petite qu'elle soit. 

J'arrive a cette notion générale de volunie oii de grancleur 3(P) 
d'un ensemble qi^dcmque P contenu dans G^ en prenant chaque point pj 
qui appartient ä P ou a P^^\ pour centre d'une sphére pleine a n dimen- 
sions au rayon />, que nous appellerons K{py p). Le plus petit multiple 
de tous ces sphéres pleines K(j)j p) (voir la definition du plus petit 
multiple, Acta mathematica T. 2, pag. 357) savoir: 

(ou p est une constante) constitue pour chaque valeur de p un ensemble 
qui se compose de piéces continues a n dimensions et dont le volume se 
détermine daprés les régles connues au inoyen d'une intégrale n-tiple. 

Soit f{p) la valeur de cette intégrale; f{p) est une fonction continue 
de />, qui diminue avec />; la limite de /*(/>), lorsque p converge vers 
zéro, me sert de definition du volume ^{P)\ en sorte, que nous avons: 

(10) 3(P) = Wxafip). 

/J«=0 

• 

Je fais remarquer expressément que cette valeur du oolume ou de 
la grandeur d'un ensemble quelconque P contenu dans un espace continu 
plan O^ a n dimensions est absolument dépendante de Tespace plan G^ 
méme, duquel P est considéré comme une partie composante, et parti- 
culiérement du nombre n ; de sorte que, si Ton considéré le méme ensemble 
P comme une partie constituante d'un autre espace continu plan H^ la 
valeur du volume de P par rapport ä Tespace H^ est en general diffé- 
rente de celle, qui se rapporte au méme ensemble P, considéré comme 
partie constitutive de ö^. 

Un carré p. e. dont le cöté est egal a Tunité, a sa grandeur égale 
a zcrö lorsqu'il est considéré comme partie constituante de Tespace a trois 
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dimensions, mais il a la grandeur égale ä i, lorsqu'on le regarde comme 
partie d'un plan ii deux dimensions. Gette notion générale de volume ou 
de grandeiir m'est indispensable dans les recherches sur les dimensions 
des ensembles continus, que j'ai promises dans Acta mathematica T. 2, 
pag. 407 et que je vous enverrai plus tärd pour votre journal. 

En nous bornant ici aux ensembles linéaires de points, compris dans 
rintervalle (o... i), le volume ou la grandeur d'un tel ensemble F se 
détermine facilement en suivant la méthode exposée dans Acta mathe- 
matica T. 2, pag. 378, oii nous avons considéré des intervalles, désignés 
par {c^ . . . dj) et lies d'apres une loi manifeste a P et P^^^ ou, comme je 
Tai exprimé la, a 3)i(P, P^^^). Nous y avons pose: 

S (r/, — c^) = (T 

ou (T est une quantité déterminée positive ^ i . Or dans notre cas on 
se convaincra facilement, que Ton a: 

(ii) ^{P)=i — a. 



. . . Les ensembles linéaires parfaits de points 5, qui ne sont condensés 
dans aucun intervalle, si petit quil soit, ont en general une grandeur 
3(5) différente de zéro, mais il peuvent aussi avoir une grandeur 3(5) 
égale a zéro. 

Quant a ceux, pour lesquels S(5) est différent de zéro, ils peuvent 
étre réduits par composition (addition) et a ceux pour lesquels 3(5) = o 
et a de tels ensembles parfaits, qui non seulement sont d'une grandeur 
différente de zéro, mais dont toutes les parties parfaites, que Ton obtient 
en se bornant a des intervalles partiels de (o . . . i), ont d leur tour une 
grandeur différente de zéro. 

Pour cette derfiicre classe d ensembles parfaits linéaires il y a une 
demonstration tres simple du théoréme démontré plus hayt, que leur 
puissance est celle du continu. • . 
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En effet prenons un tel ensemble parfiiit S dans rintorvallc (o . . . i) 
et supposons que les points extremes o et i appartiennent a S^; nous 
établissons dabord la séri^ (i) dmtervalles (a, . . . t,), appartenant dans 
le sens expliqué a Tensemble parfait S. 

Soit X une grandeur quelconque > o et <^ i , nous désignons par 
Sj, Tensemble, qui est constitué par tous les points de 5, qui sont situéa 
dans rintervalle (o ... a;) et définissons une fonction ^{x) par les condi- 
tions suivantes: 

jp(o) == o, f>{x) = ^{S^) *pour re > o et < I. 

Cette fonction ^{x) est, comme on le voit sans peine, continue et monotone 
dans rintervalle (o . . . i ) ; pour la valeur x = i elle prend la valeur 
^(i) = g(5) = c, différente de zéro d^aprés rhypothése faite par rapport 
a S. De plus, dans chacun des intervalles {a^...b^)y c'est a dire pour 
a^ <x <b^ elle conserve une valeur constante ^{x) = ^(a^) = fr (&,,); lors- 
que X est plus petit que a^ on a toujours ^{x) < ^{a^y lorsque x est plus 
grand que h^ oh a f{x)> fr (6^); céla tient ä ce que nous avons supposé 
un ensemble S tel que tout ensemble partiel parfait, que Ton obtient en 
se bornant a des intervalles partiels de (o... i) est a son tour d'une 
grandeur différente de zéro. 

La fonction continue ^{x) prend toutes les valeurs entré o et r;; 
elle prend chaque valeur entré celles qui sont égales ä fr(aj = fC^^) ^^ 
nombre infini de fois, savoir pour tous les a:, qui sont <^a„ et <h^\ 
mais elle ne prend guune seule fois chaque valeur h de rintervalle 
(o ... c) , qui est différente des valeurs ^ (a^) = ^ (b^) , pour une valeur 
distincte g de x, oh g différe de toutes les valeurs appartenant aux inter- 
valles (flfv • • • K) 9 soit des valeurs extremes a^ et b^ soit des intermédiares. 

Et puisque a chacune de ces valeurs ^ de a^ il appartient une certfiine 
valeur h = fr(^), différente des valeurs ^{aj) = jr (6^), et vice versa, on a 
comme dans notre premiére demonstration: 

d*ou Ton conclut comme plus haut, que la puissance de S est celle du 
continu (o . . , c). 
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. . . Apres avoir obtenu ces resultats je suis rcvcnu a mes recherches 
sur les series trigonométriques, que j ai publiées il y a maintenant treize 
ans et que j'avais laissées de coté depuis longtemps; non seulement je 
suis parvenu a démontrer, que le théoréme Acta inathematica T. 2 
pag. 348 reste juste, lorsque le systeme de points, que j'y ai désigné par 
P, est tel, que son ensemble dérivé P^^^ a la premicre puissance, mais je 
posséde maintenant möme quelques resultats pour le oas ou P^^^ est 
d'une puissance j^lus grande que la premicre; jc vous les enverrai une 
antre fois. 

Halle, 15 Novembre 1883. 



Ober die reduction 

EINER BESTIMMTEN KLASSE ABEUSCHER INTEGRALE 

3*" RANGES 

AUF ELLIPTISCHE INTEGRALEC) 

VON 

. SOPHIE KOWALEVSKI 

In STOCKHOLM. 



I/tnleitung. 

Abkl hat in seinem Precis des fonctions élliptiques (Oeuvres com- 
plétes, Bd I, p. 350) das nachstehende Theorem bewicsen: 
»Wenn sich Jlberhaupt ein Integral von der Form 

fiVidx^ + . . . + y^dx^) 

wo ?/i , . . . , y^, algebraische Functionen von rrj , . . . , x^^ bedeuten, welche 
diirch irgend eine Anzahl von algebraischen Glciclningen mit einander 
ver])unden sind, — diirch algebraische, logarithmische und elliptische 
Functionen ausdrCicken lässt, so ist diese Reduction stets auf der folgenden 
Weise möglich: 

• /(.'/i''^i + • • • + %<^) = r + At log/)"> + . . . 4- ^, log//*> 



+ 






C) Dicse AbhaodluDg ist von mir im Somnicr 1874 der philosophiscbcn Facultät 
der Universität Göttingen vorgelegt worden. Sie erscheint hier ganz unverttndert. 

Acta tnathematica. 4 Imprimé 21 Juillot 1884. 50 
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wo Au ..., Atj «!, ..., a„ Constanten bedeuten; F^{s^) eine rationale 
Function von s/, d^{Sy) die Quadratwurzel aus einer ganzen Function dritten 
oder vierten Grades von 5/, r, p^^\ . . . , p^^\ Sj, . . . , 5„, 4(^)> • • • > 4(-*?ii) 
rationcd aus a;, , . . . , rr^, , y i , . . . , y^ zusammengesetzt sind.» 

Als eine Folgerung von diescm Satz hat mir mein verehrter Lehrer, 
Herr Weierstrass, den folgenden Satz mitgetheilt: 

DWenn y eine. algebraische Function von x ist und es giebt unter 
den Integralen 

fF{xy y)dx 

m • 

■ 

WO F{Xy y) eine beliebige rationale Function von x^ und y bedeutet, 
solche, die sich auf clliptische Integrale zuruckfQhren lassen, so ist diese 
Iteduction auch stets fur ein Integral erster Gattung möglich. 

Denn da 5,^, å^{s^,) rational durch x und y ausdrUckbar sind, so geht 



/j^) '" /^(^' y)^'' 



I 



ti ber, wo n{Xj y) eine rationale Function von rr, y bedeutet^ und da 
, /\ ein Integral erster Gattung ist, so muss das transformirte, 

fS{Xj y)dx auch ein solches sein. 

Hierdurch ist die Untersuchung liber die Reduction ABKL^scher In- 
tegrale höheren Ranges auf elliptische Integrale hauptsachlich auf die 
Beantwortung folgender Frage zuröckgeföhrt: 

dEs bestehe zwischen zwei Veränderlichen Xj y eine algebraische Glei- 
chung |0*®" Ranges, Q so dass es, wenn y als Function von x betrachtet 

wird, unter den Integralen jF{x^ y)^'^ P linear von einander unabhängige 

(w,, u^y ..., 11^ giebt, durch welche sich jedcs Integral erster Gattifng u 
in der Form 



C) Die Zahl p ist dieselbe, welohe Riemann mit p bezeichnet. 
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wo t?x, Cj, ..., Cp Constanten bedeuten, ausdrtlcken lasst; es fragt sich, 
welche besondere Beschafifenheit die Gleichung zwischen x uiid y haben 
mus8, d. h. welche Relationen unter ihren Constanten stattfinden mtissen, 
wenn es möglich sein soll, die Grössen c so zu bestimmen, dass sich u 
in ein elliptisches Integral 

ds 

W) 

verwandeln lässt, und zwar so, dass $ und d{$) rational durch ä, y aus- 
drftckbar sind.D 

Herr Weierstrass hat die fragliche Relation zunächst in transcen- 
denter Form folgenderraassen dargestellt. 

Man känn bekanntlich die Integrale ti^, U2, ...9 u^ so wählen, dass 
dieselben 2/> primitive Perioden-Systeme von der Gestalt: 

I , o, o, . . . , o, Tji , ri2 , . . . , Tjp 

o, I, o, . . . , o, T2I} T^^y • • • 9 ^2p 



o, o, o, • • • 9 I, Tpij Tp-ij • • • j Tpp 

besitzen, wo unter den r^ die . Relation 

besteht. Dann hat das Integral u folgende 2/> primitive Perioden 



p p ^ p 



Cij Cj, •••> Cpy Z^g^Cf^Tf^^iy Z^^CaT^a^j, •••> r;;^a^a'^ayp' 



p. ^ j , j 



Jeder dcrselben entspricht nun, wenn sich u in der angegebencn Weise 
in ein elliptisches Integral verwandeln lässt, eine Periode des letzteren, 
so dass man 

Cj = 2nift> + 2njft>' 



' - ./ 



Cj = 2n2Ö> + 2Wjft> 



c. = 2npW + 2n'w' 
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c,r„ + c,T.n + . . . + CpT^^ = — 2(t»jö> + m[u}') 

Cjr,^ + c,rj^ + . . . + c^r^^ = — 2(mpö) + *»>') 

hat, wo die n^ n', m, m' silniintlich ganze (positive öder negative) Zuhlen 
bezeiclinen und (2ö>, 2a)') ein primitives Periodciipaar des cUiptischen 
Integrals ist. Setzt man in die p letzte Gleiehungen Ci, ..., Cp aus den 
p ersten, so ergiebt sich: 

o = (wi + n, Tn + w.,r2, + . • ■ + n^rp,)(o + (mj + wj Th + n^r^ + • ■ • + ^;7-^i)ö>' 
o == {m^ + UyT,^ + w,r,2 + ... + %T^2)(o + (w^; + wIti^ + n'^T^o + .,. + nl,z^.,)w' 

o =^ K + *^i^iA> + ^2^2/> + ... + W/,rJft> + (m; + njr,^ + wjr2^+ ... + M;rJft>' 
woraus sicli unter den Grössen r,^j die {p — i) Relationen 

mi + ?iirii + n^T-ix + . . . + np Tpi __ m2 + niri2 + W2r22 + . . . + ^^pv2 _ 

( O / / / ^ / / / / — • • • 

Wl + WiTii + ^'27-21 + . . . + UpTpi nh + niTi2 + tliZTl + . . . + TlpTp^ 

^/> + y^iTjp + n2r2p + . . ' + ^p'^pp 

w^ + niTip + n2T2p + . . . + npTpp 
ergeben . 

Man darf dann, wie mir Herr Weieustkass cbenfalls gezeigt hat, 

von den Zahlen m, n, in\ n* voraussetzen, dass 

m^n\ + m^n^ + • . • + ^w^w^ — m\n^ — m^n^ — ... — /w^w^ 

eine ganze nnd positive Zahl ist, die mit k bezeichnet werde und känn 
dann ein System von 4p{p — i) ganze Zahlen 

'?H|.2, ^^^22 7 . . . ) ^">2> ^12? ^^'22 J ' • ' J ^p2 



^''j/») ^^^2py ' ' ' y '^^ppj ^*j/)> ^hpj . . . > ^^pp 

Wi|2? '^'22? . . yy ^^^p2J ^12 7 ^22 > . . ■ ) ^/>2 

^^ipj ^^hpy ' ' ' } ^^^pp^ *^JpJ ^2/)7 ' ' ' f ^pp 
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SO bestiinuien, duss diesclbeii die Relutioncn 






(2) 



?«(»?»««,9« — »»««*^«) = O 



I 

1 
P 

I 
1 



2i)a («»«,? ««y — "W««^) = O 



?«(»»^»«r — </»»^) = O 






|o o? ^ r) 



stattfinder). Setzt man dann 



(/*^i /») 



Ö>12 = ^12 + ^13^11 + . . . + ^p2^lp> ' ' 'J Ö>p2 = ^p2 + WiaT^l + . . . + %2^pp 



^\p == ^^ip + Wj^fn + . . . + «^^ri^, . . /, (Opp = m^p + n^pTp^ + . . . + w^^r^^ 



o> 



0> 



u = m[ 4- n;ri, +•...+ n;r,^, . . . , m'p^ = m'p + n[Tp^ + . • • + Khp 

12 ^^ ''^'12 "T ^12^11 "T • • • 4" ^p2^V> . • • ' J ^p2 ^^ ^*p2 + ^*12^/>l + • • • 4" ^pi^PP 



(o',p = w;^ + w;^rn + . . . + n;^rjp, . . . , a}'pp = m'pp + n[pTp^ + . . • + n;^r^p 
80 bestehen unter den Grössen ö>^, ö>^ die Relationen 



(3) 






/a-1, ..., P\ 
\/9«l, ...,p/ 
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Wenn nian diiher, unter t;,, . . . , t;^ unabhangige Vcränderlichc vcrstchend, 

Va T—V j (a=I, ..., p) 

setzty so känn man eine Function 

% 

bilden, welche dann eine Transformation der Function 

ist. (Zum vollständigcn Beweise muss gezeigt werden, dass die Grössen 
r^ auch denjenigen Bedingungen genOgen, welche ftir die Convergenz der 
Reihe, durch welche 

Hv[, . . . , t;; I t;,, . . ., r;^) 

dargestellt wird, erforderlich sind.) 
Die Relationen 

om ä^ «vi 

besagen nun, dass 

7^2 = ^13 = . . . = Tip = o 

und es lässt sich also 

als ein Product einer ^-Function von (/> — i) Veränderlichen und einer 
elliptischen B 

ausdrticken; und wenn dies der Fall ist, so känn das Integral 

1 ^ '^ 

auch stets in der verlangten Weise in ein elliptisches verwandelt werden. 

Dieses ist der Satz dessen (fttr den Fall p= 2) Herr Königsberger 

n der Abhandlung: tJber die Transformation des zweiten Qrades fUr die 
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AbeTsche Functionen der ersten Ordnung (Borchardt's Journal, B. 67, 
S. 71) als eines ihm brieflich von Herrn \V^eierstrass mitgetheilen, 
erwähnt. 

• 

Hiermit ist die Aufgabe um die es sich handel t, in it der Transforma- 
tions-Theorie der ^-Functionen in Vcrbindung gebracht. Wenn nämlich 
die Function 

sich als Product aus einer i9-Function von (/? — i) Veränderlichcn und 
einer elliptischen darstellen lässt, so gilt dasselbe auch för die Obrigcn 
Functionen 

S{v[y . . . , t^p I rJi, . . . , T^p^i 

welche aus jener entspringen. Q 

Daraus folgt, dass unter den Grössen 

i9(o, . . . , o I tJi, . . . , t'p^x 

Relationen bestehen mössen, welche die Bedingungen för die Möglichkeit 
der in Rede stehenden Zerlegbarkeit der Function aussprechen. Nament- 
lich ergiebt sich, dass unter den graden Functionen 

n\Vij . . . , t;^ I r,i, . . . , Zpp)x 

es eine gewisse Anzahl solcher giebt, welche för vj = t^J = ...== t;^ = o 
verschwinden. Nun aber hängen die Grössen #(0, . . . , o | rj,, . . . , r^^) mit 
den i9(a, . . . , o | r,i, . . . , r^^) algebraisch zusammcn; die Quotienten dieser 
letzteren aber lassen sich algebraisch durch die Constanten der zwischen 
X und y bestehcnden Gleichung ausdröcken. Dadurch wird es möglich 
die obigen transcendenten Gleichungen durch algebraische zu ersetzen. 
Dieses hat Herr Königsberger in der erwähnten Abhandlung för 
den Fall (^ == 2, ä = 2) ausgeföhrt und gezeigt, dass die schon von 

(^) Id Betreff der gebraucbten BezeichDuogen verwcise ich auf die AbhandluDg vod 
Königsberger: tJher die Transformation der AheV schen Functionen erster Ordnung (Bor- 
CHARDT^s Journal, B. 64, S. 17) und auch auf Hennoch^s Dissertation: De Aheliana* 
rum functionum periodis (Berlin 1 867). 
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Jacobi (Ckelle's Journal, B. 8) betrachteten und auf elliptische zurQck- 
geföhrten Integrale ^ 

f ' +JH.X ^^ ^ r l-yjld,X _ ^^^ 

J yJz{i—xXi+lcx){i+Åx)(i+kÅx) '' J y^'x{i—x)(l+kxXi+ixXi'—kÅx) 

und die aus diesen durch eine lineare Transformation hervorgehenden, 
die dnzigen ABEL'sche Integrale erster Ordnung und erster Gattung sind, 
welche sich in der angegebenen Weise auf elliptische reduciren lassen. 

In der vorliegenden Arbcit habe ich nun versucht auch för den 
Fall, wo zwischen x^ y eine Gleichung dritten Ranges besteht, die al- 
gebraische Relationen zu erraitteln, welche unter den Constanten dieser 

Gleichung stattfinden mtlssen, wenn unter den Integralen rF(a5, y)dfrr sich 

solch^- finden sollen, die sich durch eine Transformation zweiten Grades 
(d. h. bei welcher Ä = 2 ist) auf elliptische zurftckfQhreii lassen. 

Ich habe aber dabei einen anderen als den eben angedeutet^n Weg 
eingeschlagen. 



Herr Weierstrass hat später zu dem angeftlhrten Satze noch eine 
wesentliche Ergänzung gefunden: 

3) Wenn aus ciner Function ^{v^j ..., t^^|rii, ..., Zp^ durch irgend 
eine Transformation Ä;^®° Grades eine andere hervorgeht, die ein Product 
aus einer i9-Function von [p — i) Veränderlichen und einer elliptischcn 
ist, so känn die urspröngliche Function stets durch eine lineare Trans- 
formation (bei der k = i ist) in eine andere H{v\j . . . , ?'^' | r,,, . . . , r„^) 
verwandelt werden, in der 

- fl - - 

^12 ^~ I' M3 — ^> • • • ) M/> — ^ 

ist, wo [i eine der Zahlen i, 2, ..., k — i bedeutet.D 

Nun . känn man die eben betrachteten Integrale Wj , • . . , w^ durch 
andere ersetzen, för welche an die Stel le der Grössen r^j die r^^ treten; 
und so ergiebt sich der Satz: 



...... I • 
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»Soll unter den von einer gegebenen algebfaischen Function />**" Ranges 
abhangigen Integralen sich eins linden, das auf ein elliptisches reducirt 
werden känn, so ist dazu nothwendig und hinreichend, dass unter den 
aus derselben function entspringenden Functionen 

eine sei, för welche > 

Ti2 — T > *i8 — o, . . • , Tip — o, 

{k eine ganze positive Zahl und /x = i, 2, ..., k — i) ist.» 

Ich habe nun bemerkt, dass man untér Zugrutldélégung^dieses Sdtzés 
die fraglichen Relationen auch ohne auf die Transformationätheörie zu ' 
recurriren erhalten känn, wenn man noch das folgende, in den Vorlesungen 
des Herrn Weierstrass ttber AnEL^söhe Functionen ehtwickelte Theorem 
zu Httlfe nimmt. 

Es mogen rr, y, «i, . . . , Wp, rn, '. . . , r^^ dieselb^ Bedeutung haben 
wie oben, und die wj , . . . , u^ die Werthe von u^ . . . , u^ an einer an- 
deren Stelle sein. Unter den ^-Functionen mit den Moduln r^^ wählé 
man irgend zwei ungrade 

*(t^o v, V/,)a, *(Vn ... , vX 

willkOrlich aus, so hat man, wenn 

(4) ^" = fi(rr, y)„, ^r = ir(x',j,')« 

gesetzt wird 



(5) 



(«) m^' -.'\ m-— v SiW 



* (Wl — wl , . . . , Up — U^p, I jLméa *)r^ ti («', y')a Amma a ^^p^ //(« , y)a 



wo #/\ ff^^^ die Werthe bedeuten^ die 






fOr t)j = 0, . . . , t' = o erhalten. 
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% 

Diesefi vorausgeschickt iiehrae ich imn an, es sei y eine algebraische 
Function dritten Ranges von x iind ro beschnffen, dass in einer der ans 
ihr entspringenden i9-Fnnctionen * 



I ^ 



ist. 

In diesem Fal le ist 



Trennt man in dieser Summen diejenige Glieder, in welchen Wj gra de, von 
denen, in welchen es ungrade ist, so erhlVlt man, 



-).T/ 



(6) 



I-.; 



und 









setzend 



(7) *(^\, ^^,. ^^a) 



Tndem man die Veränderliche ^j, v^^ f^., um halbe Perioden vermehrt 
und die öbliohen Bezeichnungen brancht, erhJilt man aus dieser Gleichung 
die folgenden: 
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(8) 



*K. ^,. «,),4. = *(2«i I 4r„) «(«„ vX, + «(2Vi 

^K' «j. v.)o« = *(2», I 4r,i) *(y„ «,)„, — #(2», 

*(«!' «»» ^1)4, = *(2», I 47„)o#(f„ «,)„ + *(2t;, 

^C*»!' i',» «,)o» = *(2f, I 47„)o*(«„ «,)„— #(2t;, 



4r, 



4^1 



4I-. 



4r„ 
4r„ 



47, 



»*K. ««)04 
,*(*». «,)o4 

1*K' «,)l4- 



Unter den vielen, unter den #(t;,, v,, v,)^ bcstehenden Glcichungen giebt 
es auch die fplgende ' 

+ 9iK^V f». «.)4.*K. ^. «'.)o,. + 9A^X^ »'U' »'J.^CVp »». »'«)l„ = O- 

Setzt man in dicser Gleichung 



Va = «a — «« 



und wählt, was immer inöglich ist, das Paar {%', i/) so, dass 
identisch Null wird, und sctzt 



(10) 



e; = #<'iS(a;, y). + *ili^(a-, y), + C^(a?, y), 

r 

fi = C^(^, y). + C^(^, y)« + CÄ(a;, y), 



^; = c^(a;, y)i + ^^H{x, y); + c^(«, y). 
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SO ergiebt sich aus der vorstchenden Gleicliuiig (9) 



(i i) Al V^,^; + A.vf.c; + Ä^Vcaf; = o 

\vo Aj, Aj, A3 Constanten bedeutcn. Zugleich sind f,', fj, Ca homogene 
lineare Functionen von f,, f^^, f^. . Fasst man daher fp fa» -^s ^^^ (bonio- 
gene) Coordinaten eines Punktes auf, so stcllt diese Gleichung eine Curve 
dar. Dio durch die Gleich ungen 

Cl = o, cJ == o, fa = O, f i = O, fa = O, f J =- O 

dargestelltcn Geraden, fQr welche, der Kftrze wegen, die Buchstabeii 
fl, fj, ... selbst als Bezeichnungen gewählt werden niögen, sind dann 
Doppdiangenten dieser Gurve, und zwar gehören die drei Paare 

(fl> fO» (^2, C0> (^8» C3) 

einer der belcannten 63 Gruppen an, in welche die aus den 28 Doppél- 
tangenten einer Curve 4**° Grades gebildeten Paare vertheilt werden 
können. Q) 

Jetzt diffcrentiire mari die Gleich ungen (8) nach v^^ t;^, v^ und setze 
sodann v^ = t;.^ = ^3 = o, so erhalt man 

(12) é«*'>=C-C = C = o. 

Daraus folgt, dass die vier Geraden 

fi7 fi> fa» fa 

sich in einem Punkte schneiden. 

Nun känn . man aber die Gleichung der in Rede stehenden Curve so 
dargestellt erhalten, dass ihre Coefficienten rationäl aus den . Constanten 
der zwischen Xy y bestehenden Gleichung zusammengesetzt sind. Dennes 



( ') Nimmt man ein solches Paar willktirlich ao und legt durcb die vier Bertthrungs- 
punkte dcsselben irgend einen Kegelschnitt, so schneidet der die Curve vierten Grades noch 
in 4 Punkten, in welchen dieaolbe Yon einem zweiten Kegelsohnitt berlihrt werden känn. 
Es giebt dann (ausser dem System jener beiden Doppeltangenten) /i^n/ solche Kegelscbnitte, 
ftlr welcbe der jedesmalige zweite in ein • System zweier Qeraden zerfUllt. Die so sicb 
ergcbenden fUnf Paare von Oeraden sind dann Doppeltangen ten- Paare und bilden mit dem 
ursprung] ichen eine der in Rede st^benden 63 Qruppen. 
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lasaen sich stets (auf uiiendlich vicle Weiseii) drei ratjonal aus x, y und 
den Constanten der génaniiten Gleichung zusamihongcsetzte Ausdrticke 

brlden,. aus denen Integrale erater Gattuiig eiitspringen. Dann sind, wenn 
man 

setzt, U{Xy y\, U{Xy y\j U{Xj y\ und soinit auch ^j, ^1, fa, fj, fs^ fJ ho- 
niogene lineare Functionen von iCj, X,, X^\ und es muss daher zwtschen 
diesen Grössen eine Gleichung 

F{X,, X„ X,) = o 

bestehen, in welcher der Ausdruck auf der linken Seite eine homogene 
ganze Functiön 4**'' Grades von Xj, X,, X3 ist. 

Diese Gleichung lässt sich aus der gegebenen Gleichung zwischen 
X und y, und den beiden angenommenen 

X^H{xy y\ —X^H{xy y\ = o, X^H{x, y\—X^H{x, y\ = o 

durch Elimination der Grössen re, y herstellen, und es haben also ihre 
Coefficienten die angegebene Béschafifenheit. 

Betrachtet man nun die Grössen Xj, X,, X^ als (homogene) Coordi- 
naten eines Punktes (in einer Ebene) so stellt die Gleichung 

F = 

dieselbe Curve 4**° Grades dar wie die vorstehende (11). Dabei istjedoch 
folgendes zu beraerken. 
Setzt man 

SO mtissen sich, wenn die Gleichung 

F{?, 7], i) = o 

der Gleichung zwischen Xj y Äquivalent sein soU, mit Zuziehung der 
letzteren, a?, y rational durch f, tj ausdrUcken lassen. Dies trifft nur 
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dann nicht ein, wenn sich fftr jeden Wertn von c nur zwei vcrschiedeiie 
Werthe von rj ergeben. 

Schliessen wir diesen Fall, der besonders behandelt werden mu88, 
aus, so ist also jetzt folgendes erwiesen. 

' i>Ist y eine algebraische Function 3*^^" .Ranges von x^ so lässt sich 
die zwischen x und y bestehende Gleichung auf unendlich viele Arten 
in eine hojnogenc Gleichung 4^®*" Grades F = o zwischen drei Grössen 
Xj, Xj, X3, welche rationalo Functionen von rr,y sind transfonniren und 
zwar känn dieses auch stets so geschchen, dass die Coefficienten dieser 
Gleichung so wie auch die der Ausdrftcke X rational aus den Constanten 
der gegebenen Gleichung zusammengesctzt sind. Die Gleichung F = o 
ist dann im Allgemeinen — d. h. stets wenn der erwahnte Fall nicht 
eintritt — irreductibel und stellt eine Curve 4**° Grades ohne Doppel- 
punkte dar. 

Unt^r den Doppeltangenten dieser Gleichung milssen dann vier zu- 
sammengchörige — d. h. solche deren 8 Bertlhrungspunkte in eincui 
Kegelschnitt liegen — geben, welche in einem Punkte sich schneiden, 
wenn un ter den von y abhangenden AsEL^schen .Integralen sich eins 
finden soll, welches sich durch eine Transformation der hier betrachteten 
Art (k = 2) in ein elliptisches verwandeln lässti) 

Dieser Satz gilt aber auch uingekehrt 

Sind närnlich fj, ci> c^? C2 honiogene linearc Functionen von Xj, X^, 
Xg, welche glcich Null gcsctzt die Gleichungen von irgend vier zusani- 
niengehörigen DoppelbTngentcn der Curve F = o geben, und man nimmt 
aus der durch das Paar (ci, cl) bestinimten Gruppe von Doppeltangenten- 
Paaren noch irgend ein drittes (^3, f^) so känn man bekantlich F(Xj, X^, X3) 
auf die Form 

bringcn, wo y^, g.^, g.^ Constanten bedcutcn, von dencn keine gleich 
Null ist. 

Man Ilat also 

F(X,, X,, X,) = (r,,lJ', — g,l,e, — g,^,^\y — /^g,g,^,l,^\e,. 
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Schneiilen sich nun die vier Graden (ci, C2j fi? fO in einem Punkte, und 
mogen j), q irgend zwei homogene lineare Functionen von X,, X^, X3 sein, 
welche in demselben Punkte sich verschneiden, so sind f,, f^i ^m C2 
sämmtlich homogene lineare Functionen von jp, q^ und es wird, wenn 
man noch fj durch fj, f^, ^3 ausdrftckt 

wo I constant, und {pj q)^, {py q\ ganze homogene Functionen von p^ q 
beziehlich vom i*®° und 2**° Grade sind. 
Setzt man daher 



= »(f. + [ '-^) 



un ter h eine beliebige Constante verstchend, so ergiebt sich 

F{x,, x„ X3) = By + 2n,{p, qy + B,{p, g) 

WO Bq constant und von Null verschieden, (^) und 22^, R^ ganze homogene 
Functionen von p, q beziehlich des 2^° und 4^" Grades sind. 

Nimmt man h so an, dass die Determinante von pj q, r gleich i 
wird und bezeichnet den Ausdruck auf der rechten Seite der vorstehenden 
Gleichung mit G{p, q^ r), so ist bekanntlich, unter der Voraussetzung, 
dass fttr Xj, X^, X3 deren Ausdröcke in Xy y gesetzt werden, so dass 
F = o ist 

X^dX^ — X^dX^ X^dX^ — XjéZXj X^dX^ — X^dX^ 



dF iF 


dF 


ax, aX, 


»A-, 


• 

qdr — rdq rdp — pär 
90 90 


pdq — qdp 

aö • 


9p 9q 


9r 



(*) WUre Rq gleich Null, «o wUrde der DurchHclinittapunkt der Doppeltangentcn auf 
der Curve liegcn, waa bei einer Curve 4""" Grades obne Doppelpunkte (uod nur fUr eine 
solche ist p = 3) oicht der Fall sein känn. 
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Es ist aber 

^-^=^^r[By + B,{p, q)] 

' [B,r' + R,{p, g)Y = B^ijp, q) — B,{p, g). 

Man hat also 

pdq — qdp _ X.dX, — X.dX. 
4[liy + R,(p , q)\ 2L 

oder wenn man 



r = <^,X, + r,X, + c,X, 



setzt 



ax, 



wobei zu beraerken ist, dass 






SO dass entsprechend dem in der EinleituTig bemerkten 



e und y/R{$) 

beide rational durch x, y ausdrOckbar sind. 

Bemerkt man noch, dass, wenri G{py q^ r) die angegebene Form 
hat, in dem Punkte (^ =s o, g == o) sich auch stets 4 zusammengehörige 
Doppeltangenten der durch die Gleichung F = o dargestellten Curve 
schneiden, so känn man jetzt sägen: 

DDamit die Gleichung zwischen x, y die in Rede stehende Beschaffen* 
heit habe, ist nothwemlig und hinreichend^ dass die aus ihr hervorgehende 
Gleichung 4**° Grades 

F(X„ X,, X,) - o 
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sich durch eine lineare Transformation in eine andere 

G{,p, q, r) = o 

öberföhren liesse, in welcher nur die graden Potenzen der Verand erlichen 
r vorkommen, was identisch damit ist, dass sich 4 zusammengehörige 
Doppeltangenten der durch die Gleichung F = o dargestellten Curve 4**° 
Grades in einem Punkte schneiden. Damit aber^ das letztere stattfinde, 
tntissen unter den Coefficienten von F zwei bestimmte algebraische Rela- 
tionen bestehen, welche dann. auch in ebensolche Relationen zwischen den 
Constanten der Gleichung zwischen x und 1/. verwandelt werden können. 
Wenn die Umformung von F m G ausgeföhrt ist, so ist zugleich das- 
jenige von y abhängige Integral erster Gattung, welches in ein elliptisches 
transformirt werden känn, bestimmt und diese Transformation selbst so- 
fort ausföhrbar.D 

Es fragt sich nun, ob es noch andere von y abhftngende Integrale 
erster Gattung giebt, welche ebenfalls durch eine Transformation zweiten 
Grades {k = 2) auf elliptische zuröckgeffthrt werden können. Um dies 
zu entscheiden, hat man nach dem Vorstehenden zu untersuchen, ob sich 
die Function ö(jp, J, r) durch eine lineare Transformation in eine andere 
G^{p^j jp rj von derselben Gestalt so verwandcln lässt, dass r^ und r 

verschieden (und auch -^ nicht constant) ist. 

Wir wollen dabei wieder Xj, X,, X^ als Coordinaten auffassen, so 
dass auch p^ r= o, g^j = o, r^ = o ebenso wie ^ = o, g = o, r = o die 
Gleichungen bestimmter graden Linien sind. 

Angenommen nun, es bestehe die Gleichung 

(^{Py Q^ r) = G^{p„ q„ i\) 

för beliebige Werthe von X^, X^, X3 und in G kommen nur die graden 
Potenzen von r, in G^ nur die graden Potenzen von i\ vor. Der Durch- 
schnittspunkt der Graden (jp, q) werde mit rt, der von (p^ g^) mit b 
und der von (r, rj mit c bezeichnet. 

Es andert G seine Form nicht, wenn man statt p, q zwei andere 
lineare Functionen von X^, X,, Xg wählt, die so beschaffen sind, dass die 
ihnen entsprechenden graden Linien sich ebenfalls in a schneiden. Ebenso 
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bleibt G^ von derselben Form, wcnn man statt 2\j q^ zwei andere Func- 
tioncn wählt, deren entsprechcnde Linien durch b gehen. 

Ich nehme zunachst an, dass der Punkt a nicht auf der Linie r^ 
liege und wahle die Functionen i>, (Z, i^p (7i so, dass die Linie q mit der 
Linie q^ ziisammenfallt und durch die Punkte (a, h), p durch die Punkte 
(a, é) und p^ durch die Punkte (ft, c) geht, und daher, unter a, y9, ;-,<?, s 
Constanten verstehend 

p = ai\ + Pp^ 

r = dr^ + sp^ 

setzen känn, öder auch da durch die angegebcnen Bestimmungen nur 
die Verhaltnisse der Coefficienten der Functionen Pj qj p^, q^ -festgesetzt 
Averden, so dass 

q = <7,. 

Nun sei 

G{p, q, r) = r^ + {L^p* + L^ + L,qY + My + M^q 

80 missen, damit durch die angegebene Substitutton sich G in eine Func* 
tion verwandle, in der nur grade Potenzen von r, vorkommen, die fol- 
genden Gleichungen bestehen 

4 + 2Z,(y9 + 1) + 43f,/9 = o 
Z, + 3f, = o 

4+ 2Z./9(y9+ i) + aM,^' = o 

L,{2l3 + i) + 2,M,ft' = o 

2Z, + 23f3/5 = o 

Jlf, = o. 
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Diese Gleichungen köiiiieii auf doppelte Weise bufricdigt Averden. 

A) Wenn L,, Jf,, M^ nicht alle drei gleich NuU sind, so iiiuss 

P = —y A = 6, Jfj = 9, ilf, = — Z„ Mg = Z3, M^=o 



sein^ also G die Gestalt 

r' + {6p' + L,pq + Z3(Z»)r^ + 92^^ - L^q + Z^ei^^^^ + M,q' = o 
haben. Dann wird 



+ 



9(-; p.) - A(ii,.)'(i ?;) + Z,(i f,.)'(i ff,y+ itf.(-; ?.)' 



woraus zu ersehen ist, dass in diesem Falle dic beiden Integrale 



h 




rfX, — X^ dXj ) . / r, (X, ciX, — X, dX, ) 



dF ' I aJ^ 



aX. •^ aX 



in elliptische verwandelt werdcn könncn, in denen dic Function i?(f) die- 
sel be ist. 

• 

Es crgiebt sich ferner, dass dies auch mit dem Integrale 




(r-r,XX,dX,-X,dX,) 
dF 



ax. 



der Fall ist, es aber ausser diesen dreien kein anderes Integral erstcr 
Gattung giebt, welches auf die hier betrachtete Weise in ein ellipiisches 
transforniirt werden könnte. 
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B) Wenn L^ und somit auch M^ = o ist öo ergiebt sich 

L^ = o, M,^ = o 

und es könrien dann /9, M^, -Mg willkörlich aiigeiioinmen werdeii. 
Es ist also 

G = j,p* + itf.g^ + r* - pi,(fr' — |rV + M^tt- 

In dieseni Falle giebt cs also drei linear von einander unabhangige Inte- 
grale erster Gattuiig, die sich auf elliptische Integrale reducircn lassen. 
Es ist hierbei stillschweigend angenommen, dass die Punkte a, ft, c 
nicht in grader Linie liegen (also auch a, b nicht zusammenfallen können). 
Dies ist aber gerechtfertigt. Zuerst ist' klar, dass weder o und a, noch 
c und b zusammenfellen können, weil sonst jp, g, r im ersten und p^^ 
q^j t\ ini zweiten nicht von einander unubhängig wären. Lagen nun a, 
by c in ciner graden Linie so könnte man die Graden g, q^ mit dieser 
zusammenfallen lassen, und die Functionen r^ij g^p jPp p, ? so bestimmen, 
dass man 

q = q^=r — r, = p — p, 
hatte, d. h. 

Dann aber wttrden in G die Coefficicnten von rf nicht verschwinden. 
Aus den Gleichungen 

r = ^i + Pv P = r^ + PPv Q = Qi 
öder 

r — p p — Br 
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folgt, dass in dem Punkte i^ wo j[?j — o, j^ = o, nicht auch r = o sein 
känn weil sonst auch in diesem Punkte p = o, q = o sein, also b mit c 
zusammenfallen wtlrden. Daraus folgt sofort, wenn r, r^ mit einander 
vertauscht werden, dass auch der Punkt a niemals ein Punkt von r^ 
sein känn, wenn b nicht in der Linie r liegt. 

Es bleibt hiernach nur noch der Fall zu betrachten, wo a in r^ 
und zugleich 6 in r liegt. 
Dann känn man 
Die Linien g, g^ durch a, b 
j) y> - p durch a, c 
y> ^ Pi durch by c 
gehen lassen, und 

P = r,, q = g,, r ^ p^ 

annehinen. Dadurch gcht G in 

P\ + {L,fi + L,r,q, + L,qX)p\ + M,r\ + M,i»q, + M,r[q\ + M,r,q\ + M,q\ 

Ubcr. Es muss also 

L^ = o, M, = o, -M^ = o sein; d. h. es muss 

(^{Pj 9y **) ^^^^ ganze hömogene Function zweiten Grades vmi jp', g', r^ sein. 

In diesem Falie giebt es also drei von einander unabhangige Integrale 
erster, Gattung, die in elliptische Integrale transformirt werden können. 

Der oben betrachtete Fall (B) ist unter diesem mitbegriffen; er 
zeichnet sich aber dadurch aus, dass wenn er statt findet, ausser den 
Integralen 

/X,(iX, — X.^dX.. I X.dX^ — X^dX, I X.dX^ — X^dX, 

P 2L ' / ^ 2L ' / ' IL 
92L, »^ 3X, ^ ax, 

noch ein viertes sich auf ein elliptischcs zurflckfQhren lässt. £s tritt 
ein, wenn F{X^, X,, X,) durch eine lineare Transformation in der Art 
auf die Form 

r* + {Zy + L.q^y + M,p* + M,pY + M^q* 

gebracht werden känn, dass unter den Coefficienten die Relationen 
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statt finden ; das vierte Integral ist duiiu dasjeiiige, wo an die Stelle von r 

tritt. 

Icli habe auch den oben ausgeschlossenen Fall untersucht. Weini er 
eintritt, so lässt sich jedes Integral erster Gattung zuniVchst in ein hijper- 
dliptisclies 



J 



\ + cj + c, c' 



sjR{^) 



transformiren, wo It{?) einc ganze Function 8**"* Grades von f bedeutet. 
Icli begnttge mich hier die Resultate anzufnhren. 

1. Bezeichnet man mit a^j d^, a„ a^j a^, a^, a^, a^ die 8 Werthe 
von f ftlr welche R{$) verschwindet, so können dieselben, in dem Falle 
wo eins der vorstehenden Integrale sich auf ein elliptisches reducirt, so 
geordnet werden, dass unter ihnen die beidcn Gleichungen 

j ^ K — (^iX(^t — ^7X^3 — ^aX% — %) 

(»o — »tX»! — öt,X«8 — »eXa* — ^t) 
j ^ (^0 — «bX«, — C^eX», — <^3X«4 — «t) 

(«0 — »sX»! — a4XS — «»X»6 — »t) 

statt finden. 

2. Wird aber ausser diesen Gleichungen noch die folgende 

j ^ (fl^O — <^iX<^» — <^lX<^> — ^^6X^6 — ^7) 

K — »eX^i — tteXa, — G^iXöa " ^7) 

erfttUt, so lassen sich drei von einander unabhängige Integrale erster 
Gattung in der angegebenen Weise in elliptische vcrAvandeln. 

Schlicsslich bemerke ich, dass der Zweck meiner Arbeit weniger die 
Herleitung der ermittelten Resultate — denn diese wUrden sich wenn 
es nur auf sie angekommen wäre, viel kOrzer rein algebraisch ergeben 
haben — gewesen ist; es sollte vielmehr ein Beispiel zu der in der Ein- 
leitung auseinandergesetzten Theorien meines verehrten Lehrers, welche 
durchzuftthren derselbe mich aufgefordert hat, gegeben und der Fall, wo 
^ = 3, Ä: = 2 ist, vollständig behandelt werden. 



ZU EULERS RECURSIONSFORMEL FOR DIE DIVISORENSUMMEN. 

A US einer Zuschrift an den Herausgeber 

VON 

CHR. ZELLER 

in MARKGRÖNINGEN. 

Um eine kleine Gegengabe zu bieten, sende ich eine Formel, auf 

welche ich gekommen bin bei Beschäftigung mit Euler, de partitione nu- 
merorum (Introductio in analysin infinitorum, cap. XVI) nnd mit 
seinem Åusdruck för Divisorensummen: 

/(n)=/(«-i)+/(n-2)-/(«-5)-/(n-.7)+jf(«-i2)+/(«-i5)... 

wo f{n) die Summe der Divisoren von n incl. i und n bezeichnet und 

fur f{n — n) die Zahl n selbst gesetzt wird. 

Bedeutet ferner (n) die Anzahl der Zusammensetzungen von n aus 
allén ganzen Zahlen nach Eulers Tab. u. art. 324, dann gilt hier die 
Recursionsformel 

(n) = {n— i) + {n — 2) — {n— 5) — {n— 7) + {n— 12) + {n— 15) . . . 

(wobei anstått (n — n) die Zahl i zu setzen ist) welche mit der crsteren 
die grösste Ahnlichkeit hat. Man könnte erwarten, dass beide Formeln 
identische Werthe liefem, da sie demselben Recursionsgesetze folgen und 
von denselben erstcn Wcrthen ausgehen, aber die Pentagonalzahlen be- 

gpttnden einen Unterschied, da fQr diese das einemal bei f{n — n) öder f(p) 

nach Eulers Regel die Zahl w, das andremal fttr (n — n) die Einhelt zu 
setzen ist. 

Åeta mathfmatiea, 4. Imprlmé 4 Aodt 1884. 



41C Chr. Zeller. 

Von hier aus liess sich weiter abjeiten, dass 

/(n)=i(w— i) + 2(w— 2) — 5(w— 5) — 7(w— 7)+i2(«— 12)+ i5(«-i5). .. 

so dass also die Snmme der Divisoren auch als eine Function der Par- 
titionen erscheint und mit diesen durch ein gleichfalls pentagonales Re- 
cursionsgesetz zusammenhangt. 

Ist dieser Ausdruck auch fpr die Berechnimg sélbst nicht zu bräuchen, 
so ist er doch vielleicht geeignet, jene merkwördige Formel Eulers, mit 
welcher auch »Jacobi sich beschftftigt hat (Opera, T. i, p. 345), in ein 
neues Licht zu stellen. 

Beispiel : 

Es ist fftr 

n= I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12 13 14 15 16 17 
f{n) =1347612 81513181228 14 24 24 31 18 
(w) = I 2 3 5 7 II 15 22 30 42 56 77 loi 135 176 231 297 
wie sich aus Euler et. art. 324 ergiebt; also nach den obigen Formeln: 

/(18) = /(17) + /(16) - /(13) -/(II) + /(6) + /(3) 

r= 18 + 31 — 14 — 12 + 12 + 4 = 39 
(18) = (17)+ (16)- (13)- (II) + (6)+ (3) 

= 297+ 231— loi — 56 + 11+ 3=385 

y*(i8) = 1.297 + 2.231 — 5. loi — 7-56 + 1 2. 1 1 + 15.3 

= 936 — 897 = 39 = I 4- 2 + 3 + 6 + 9 + 18. 
Markgröiiingen, 23 Juni 1884. 
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